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Introduction

Ce rapport a pour objet le calcul des parametres aérodynamiques d’un rotor
dont le mouvement se caractérise par une vitesse rectiligne uniforme et une
rotation uniforme. Ce document comporte trois parties et une annexe :

e la premiere partie traite des équations de la mécanique qui conduisent
aux expressions analytiques des forces, moments et coeflicients de bat-
tement du rotor ainsi qu’aux équations de calcul de la déformation de
torsion des pales;

e la deuxieme partie expose les propriétés remarquables d’un rotor en ré-
gime établi d’autorotation ;

e la troisieme partie donnes quelques exemples d’applications numériques
dont un cas de validation sur des mesures réelles d’un vol.

Les intégrales des équations conduisant aux formules analytiques exposées
dans ce document ont été calculées avec le logiciel de calcul formel Maple dont
les résultats sont fournis en annexe.

Les développements mathématiques sont principalement basés sur les tra-
vaux de H. Glauert (référence [1]) et John B. Wheatley (références [2], [3] et
).

Les équations développées dans cette note ont été codées dans la biblio-
theque Java GyroKit et ont conduit a la réalisation du programme GyroRotor.



Nomenclature

ap incidence de la pale a la distance r du pied de pale

ag incidence de la vitesse par rapport au plan d’entrainement
A vitesse de descente normalisée

i vitesse d’avancement normalisée

v vitesse induite normalisée

15} angle de battement

) coefficient de trainée du profil de la pale

n rapport définissant le mode de fonctionnement du rotor
v nombre de Lock

i) vitesse de roulis normalisée (p = p/v))

q vitesse de tangage normalisée (§ = ¢/ 1/})

A facteur de perméabilité

AD coefficient de perméabilité dans le repere Tp

P pale du rotor considéré dans son ensemble

TB repere lié & la pale

o repere constitué a partir du plan formé par le saumon des pales
Tr repere en translation et rotation uniforme

Tr repere inertiel de référence

Tp repere pale définit en un point P de celle-ci

Tr repere rotor tournant

Ts repere rotor

" facteur d’avancement

1135, coefficient d’avancement dans le repere Tp

v(x) déformation de torsion de la pale

P angle d’azimut de la pale

0 densité atmosphérique
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pas de la pale au pied de pale

angle de pas

vrillage de la pale

vecteur rotation instantané du repére 7p par rapport au repere 7Ty
rotation instantanée du repére rotor = (75 /7T7)

moment cinétique de la pale P calculé au point S

trainée du rotor

portance du rotor

résultante des forces aérodynamiques générée par le rotor
vitesse du point P de la pale

vitesse de translation du rotor

vitesse de l'air par rapport a la pale

surface du disque rotorique

pente du coefficient de portance du profil de la pale (1/rad)
angle de conicité du rotor

angle de basculement longitudinal du rotor

angle du deuxiéme ordre de basculement longitudinal du rotor
facteur de perte de portance en bout de pale

nombre de pales

angle de basculement latéral du rotor

angle du deuxiéme ordre de basculement latéral du rotor
corde du profil de la pale

coefficient de trainée du profil de la pale

coefficient de portance du profil de la pale

coefficient de moment aérodynamique du profil exprimé au centre
de gravité

coefficient de moment aérodynamique du profil exprimé au foyer
coefficient du couple robotique total

coefficient de la force axiale rotorique

coefficient de la force latérale totale exprimée dans le plan rotor
coefficient de la force arriere induite

coefficient de la force arriere de profil

coefficient du couple rotorique induit
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coefficient du couple rotorique de profil
coeflicient de la force latérale induite

résultante des forces aérodynamique suivant ’axe Yy ; compté po-
sitivement quand elle est de sens opposée a la vitesse

coordonnée du foyer aérodynamique suivant I'axe Zp (m)
force arriere dans le repere Tp

tenseur d’inertie de la pale P calculé au point S
moment quadratique de la section de pale
moment quadratique de la section de pale
inertie de pas de la pale

inertie de battement de la pale

inertie de trainée de la pale

facteur de normalisation des forces

facteur de normalisation des moments
coordonnée du foyer aérodynamique suivant ’axe Yp (m)
moment rotorique en battement

facteur de charge

un point de la pale

vitesse angulaire de roulis

moment rotorique en azimut

vitesse angulaire de tangage

longueur de la pale

abscisse du point P de la pale

vitesse angulaire de lacet

coefficient de plénitude du rotor

résultante des forces aérodynamique suivant 'axe Zg ; composante
axiale

force axiale dans le repere 7Tp

composante perpendiculaire de la vitesse air par rapport a la pale
composante radiale de la vitesse air par rapport a la pale
composante tangentielle de la vitesse air par rapport a la pale
composante de la vitesse suivant ?H

vitesse induite par les forces rotoriques



poids de l'autogire
composante de la vitesse suivant Z H
abscisse normalisée du point P (z = r/R)

position du foyer du profil par rapport au bord d’attaque ramené
a la corde

position du centre de gravité du profil par rapport au bord d’at-
taque ramené a la corde

résultante des forces aérodynamique suivant 'axe Xg ; composante
latérale compté positivement vers la pale avancante

force latérale dans le repere Tp



Chapitre 1

Modélisation théorique

1.1 Définition des reperes

Notons T; = (O,)Z 1,}7},2}) le repere inertiel dont axe Z; constitue la
verticale locale descendante. Le point O est le centre de ce repere.

Notons Tp = (S, X Jai ?p, 7Z ) un repere animé d’un mouvement de transla-
tion et de rotation uniformes par rapport au repere inertiel 77. Le point S est
I'intersection entre le moyeu et ’axe de battement du rotor. Le plan ()Z' F, ?F)
materlahse le plan d’entrainement du rotor (plan perpendiculaire au moyeu)
L’axe Xp est orienté vers Pavant et 'axe Zp vers le bas (Vou" figure . Ces
axes sont tels que la vitesse du point S appartient au plan (X Ja A F)

On note G(7r/7T;) le vecteur vitesse angulaire de rotation du repére T
par rapport au repere 7. Les composantes de ce vecteur dans le repere Tp
s’expriment par :

. p
NTr/T1) = | q (1.1)

r T

Soit Ts = (S, Xg, Y, ZS) le repere rotor proprement dit. L’axe 7 constitue
le moyeu et est dirigé vers le haut. Le plan ()? S, 17'5) est le plan d’entrainement
du rotor. On passe du repere Tr au repere Tg par une transformation définie
par la matrice :

1
0 0 (1.2)
00 —1

Le repere Tg étant fixe par rapport au repére 7, on en déduit que 6(7}: /Tr) =
Q(Ts/Tr). Les composantes de ce vecteur dans le repere Tg s’expriment par :

q
ATs/Tr)=1| »p (1.3)
Notons ag l'angle d’incidence de la vitesse de telle maniére que cet angle
soit positif quand sa composante w est négative (voir la figure[1.1]). On déduit :
w

as = arctan(—a) (1.4)



FI1GURE 1.1 — Forces aérodynamiques

Le vecteur vitesse U (S/T7) s'écrit :

0
U(S/T7) = U cosag (1.5)
—Usinag T
On passe du repere rotor Tg au repere rotor tournant 7 = (S X R, ?R, Z R)
par une rotation d’angle ¢ autour de 'axe Zg (voir la figure . L’angle 1
constitue 'azimut de la pale. L’origine est telle que ¢ vaut 180 degrés quand le
vecteur Xp est confondu avec Yg (la pale se situe en avant de I’aéronef).

7 .
S A X

A"-

FIGURE 1.2 — Repéere tournant

Ainsi quand :
¥ € [0...7] la pale se trouve dans la région avangante (la vitesse de trans-
lation du rotor s’additionne & la vitesse propre de la pale) ;

¥ € [m...2w] la pale se trouve dans la région reculante (la vitesse de trans-
lation du rotor se soustrait a la vitesse propre de la pale).



Cette rotation définit le changement de coordonnées suivant :

x siny —cosy 0 x
y = | cosyp sinyp 0O Yy (1.6)
z ) 0 0 1 z ) 5

On passe du repere rotor tournant 7 au repere Tp = (.5, X5, Ys, 2 B) ma-
térialisant la pale par une rotation d’angle § autour de 'axe —Yg (voir la figure
3).

R

A

FIGURE 1.3 — Reperes pales

L’angle B constitue ’angle de battement. Il est orienté par ’axe —VR afin
d’étre positif quand la pale située en avant de ’aéronef se leve. Nous ferons
I’hypotese que 'angle de battement est un petit angle et nous limiterons son

developpement a ’ordre un.
La rotation de battement définit la transformation de coordonnées suivante :

T 1 0 B T
Yy = 0 1 0 Yy (1.7)
z ) 1 -8 0 1 z )7

La composition des rotations en azimuth et en battement s’écrit alors :

T sin v —cosvy S T
Yy = cos sinyy 0 Yy (1.8)
z )7, —fBsiny Bcosyy 1 z ) 5

On déduit 'expression du vecteur vitesse dans Tp :

—U cosagcosty — UPBsinag
U= U cos ag sin ¢ (1.9)
Up cosagcosyy — U sinag T



Soit P un point de la pale situé sur I'axe X B. On passe du repere 7 au
repere local de la pale Tp = (P, X P, }713, Z p) par une rotation d’angle 6p autour
de 'axe Xp (voir la figure

L’angle 0 est I’angle de pas et Xpg est laxe de pas. L’angle de pas varie
le long de la pale et dépend donc de la coordonnée du point P. L’axe Yp est
par définition la ligne de portance nulle du profil. La rotation de pas définit la
transformation de coordonnées suivante :

T 1 0 0 T
Yy =| 0 cosfp sinfp Yy (1.10)
z ) - 0 —sinfp cosfp z ) -

P B

On note I(S,P) le tenseur d’inertie de la pale P calculé au point S. On
suppose que le centre de gravité de chaque section de pale est situé sur ’axe
Xp.

Considérons dans un premier temps que le pas est nul en tout point de la
pale ce qui revient a confondre les reperes Tp et Tg. Nous supposerons que
le repere Tp est le repere principal d’inertie de la pale. Le tenseur d’inertie
s’exprime alors sous la forme :

I, 0 O
I(S,P) = 0 I, O (1.11)
0 0 I, T
Par construction :
e [,.. définit 'inertie de pas de la pale;
e [, définit I'inertie de battement de la pale;
e [.. définit I'inertie de trainée de la pale.
Des expressions :
Loy = / (y? + 2%)dm (1.12)
P
Iy, = / (22 4+ 2%)dm (1.13)
P
On déduit :
Iy + Iy = / (y? + 222 + 2%)dm (1.14)
P

Etant donnée que la coordonnée z du profil de la pale est toujours petite
devant les coordonnées x et y, on peut écrire :

Ly + Iy = / (y2 +2%)dm =1, (1.15)
P

On déduit finalement la forme du tenseur d’inertie :
I..—-1, O 0
I(S,P) = 0 I, 0 (1.16)

0 0 I, T

Nous considérerons que cette forme est encore valable quand le pas n’est
pas nul et que I(S,P) s’exprime de cette maniére aussi bien dans 75 que dans

Tp
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1.2 Calcul des forces aérodynamiques

On suppose le rotor composé de b pales de longueur R et de corde ¢. On
note A = mR? la surface du disque rotorique et p la densité atmosphérique.

On note L et D respectivement la portance et la trainée générées par le
rotor.

La résultante des forces aérodynamiques R générée par le rotor se décompose
traditionnellement en trois forces T, H et Y (voir la figure telles que :

Y
E=| -H (1.17)

T Te

e T est la résultante suivant Paxe Zg (composante axiale) ;

e H est la résultante suivant axe Yg (composante arriere compté positi-
vement dans le sens opposé a la vitesse) ;

e Y est la résultante suivant laxe X s (composante latérale compté posi-
tivement vers la pale avangante).

Exprimons le vecteur de rotation instantané de la pale. Il s’agit de la rotation
du repere Tp par rapport au repere 7;. Cette rotation est formée des vitesses
de rotation suivantes :

e ¢ autour de Xg (mouvement de tangage) ;
e p autour de Yg (mouvement de roulis) ;

e —r autour de Zg (mouvement de lacet) ;
e 1) autour de Zg (rotation de la pale);

e (3 autour de —Y (battement de la pale).

Nous pouvons donc écrire :
O(Ts/T1) = aXs +pYs + (b —r)Zs — YR (1.18)

Exprimons les composantes de ce vecteur dans le repere pale. Nous obte-
nons :

B sin ¢ —cosy f q 0
QUTs/Tr) = cos siny 0 D +1 -3 (1.19)
—Bsiny [cosy 1 b—r T 0 T

En considérant que les vitesses de rotation p,q,r sont petites devant la
vitesse de rotation du rotor 1, on obtient :

B By + gsinty — pcosy
QTs/Tr) = —B%—qcos.@b—i-psimb (1.20)
(G T

La vitesse de lacet n’intervient donc plus dans les équations. A partir de
maintenant nous noterons r I’abscisse du point P de la pale dans le repere Tp :

SP =Xy (1.21)

11



On déduit la vitesse du point P par rapport au repere 7y :

0
U(P/Ti) = (Tp/T1) ArXp = ) (1.22)
T,B—rqcosw—rpsinz/z T

Nous pouvons a présent calculer la vitesse de I’air par rapport a la pale noté
V' afin de calculer les forces aérodynamiques. Celle-ci s’exprime par :

V =-U(S/T1) - U(P|T1) — viZs (1.23)

v; est la vitesse induite communiquée aux molécules du fait de 'apparition
des forces rotoriques. Celle-ci, supposée constante sur toute la surface du disque
rotor, sera calculée au paragraphe

On obtient en projetant dans le repere pale :
U cosagcosy + UBsinag
V(P/T1) = —U cos assinty — 1 (1.24)
—Upcosagcostyy + Usinas — rﬁ+rqcosw + rpsiny — v, -
B

Notons Ug, Ur, Up les trois composantes de ce vecteur dans le repere 7Tp.
Ur
V=1 -Ur (1.25)
Up T

Ur est la composante tangentielle (direction principale de la vitesse) compté
positivement quand le flux d’air souffle du bord d’attaque vers le bord de fuite,
Ur est la composante radiale (composante le long de la pale) et Up la compo-
sante perpendiculaire au plan que décrit la pale. On déduit :

Up = —-UpBcosagcosyy + Usinag — rB+ rqcosty + rpsiny — v; (1.26)

Ur = U cos ag sin ) + 74 (1.27)

On définit les facteurs suivants :

e le facteur d’avancement

U cosa
p= 8 (1.28)
Rip
e le facteur de perméabilité :
Usinag — v;
A= (1.29)

R

Le facteur d’avancement caractérise le flux d’air perpendiculaire au mat
rotor ramené & la vitesse du bout de pale. Le facteur de perméabilité caractérise
le flux d’air qui traverse le rotor ramené a la vitesse du bout de pale.

Les deux équations ci-dessus permettent de calculer l'incidence du disque

rotor. On obtient :
(2

tanag = —+ (1.30)

K ,uRd'J
On définit les quantités suivantes :

12



r
o = = abscisse normalisé du point P ;

. D . . .
e p = — vitesse normalisée de roulis;

o (= g vitesse normalisée de tangage.

En introduisant les coefficients p et A dans les expressions de Up et Up et

en effectuant le changement de variable tel que FTi 7,/}@ on obtient :
: dg ) .
Up :Rw(—,uﬁcosw—i—)\—$ﬁ+xqcosw+xpsmw) (1.31)
Ur = Rip(psiny + ) (1.32)

L’expression de la vitesse tangentielle Uy montre que quand psiny + = est
négatif, le fux d’air alimente la pale par le bord de fuite. Cette équation définit
une région dont la forme est un disque de rayon pR (voir la figure [1.4)).

180°

S

A

270° —

7)) 2o

OO

FI1IGURE 1.4 — Cercle d’inversion

Calculons a présent la portance dL et la trainée dD élémentaires que déve-
loppe un segment de pale de longueur dr. Notons C; et Cy respectivement le
coefficient de portance et de trainée du profil. Nous avons :

1

dL = 5pcclv%zr (1.33)
1

dD = §chdV2dr (1.34)
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Nous supposerons que le pas g de la pale varie linéairement le long de la
pale et nous noterons v(x) la déformation de torsion de la pale due aux forces
qui s’appliquent sur la pale. Le pas s’écrit donc :

0p = 0y + 20w + l/(.%') (1.35)

L’angle d’incidence se calcule a partir du pas et de ’angle que prend le
vecteur vitesse par rapport a ’axe Y. Nous négligerons la composante radiale
Ur de la vitesse pour le calcul de cet angle.

Pour calculer l'incidence, il nous faut considérer deux cas : le cas nominal
ou le flux d’air alimente le profil par le bord d’attaque (Ur > 0) et le cas ou le
flux d’air alimente le profil par le bord de fuite (Ur < 0).

Le premier cas est représenté par la figure

Z,
A

dL

| v
D
Sy
-

\/

~i
c

U

T
FIGURE 1.5 — Incidence de la pale : flux normal

L’incidence de la pale est 'angle ap = g + ¢ avec :

¢ = arctan(gp) (1.36)
T

Etant donné que ¢ est un petit angle, on obtient au premier ordre :

Up
—— 1.37
6=1F (17
Soit :
U
ap =05+ (1.38)
Ur

La figure montre le cas ou la vitesse relative attaque le profil par le bord
de fuite. Dans ce cas ’angle ¢ de la figure s’exprime par :

¢=——" (1.39)

14
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dL

o

LAY

T

FIGURE 1.6 — Incidence de la pale : flux inversé
L’incidence s’exprime par ag = ¢ — 0p, d’ou 'on déduit :

ap = —HB - (1.40)

Notons ¢ le coefficient de trainée de la pale supposée constant. Notons a la
pente du coefficient de portance du profil par rapport & I'incidence également
supposé constant. On déduit ’expression des coefficients aérodynamiques du
profil :

Cl = aap (1.41)
Cqg=56 (1.42)
Soit :
1 2
dL = gpcaaBV dr (1.43)
1
dD = 5pc5v2dr (1.44)

Ayant ignoré Ug et étant donné que Up est généralement faible devant Ur,
le module de la vitesse s’écrit :
V =Ur (1.45)

Nous considérerons que le profil possede les mémes coefficients aérodyna-
miques (a,d) que celui-ci soit alimenté par le bord d’attaque ou le bord de
fuite. On déduit 'expression des forces aérodynamiques élémentaires :

1
fpac(HBU% + UpUr)dr siUr >0

dL={ 2 . (1.46)
fgpac(HBU% + UpUr)dr siUp <0

1
dD:§p56U%dr (1.47)

15



En introduisant la coordonnée normalisée x du point P, on déduit :

1
ipacR(HBU% + UpUr)dzx siUr >0

dL= (1.48)

1
—ipacR(GBU% +UpUr)dz si Ur <0
1
dDzip(ScRU%dx (1.49)
Les forces élémentaires de portance et de trainée du rotor dans le cas de la

figure (flux d’air abordant la pale par le bord d’attaque) s’expriment dans
Tr en négligeant ¢dD devant dL par :

0 0
dR = | —dD + ¢dL = | —dD+ ¢dL (1.50)
dL+¢dD ) dL -

Ces forces s’expriment dans le repere 7Tg par :

—dD cosY + dL(—Bsint + ¢ cosp)
dR = —dDsinvy + dL(S cos ) + ¢sin ) (1.51)
dL T
En ramenant ces composantes a la définition des forces générées par le rotor
T,H et Y on obtient :

dT =dL (1.52)
dH=dD siny — dL(B cos) + ¢sin)) (1.53)
dY = —dDcost + dL(—psiny + ¢ cos ) (1.54)

Pour simplifier les calculs nous ne prendrons pas en compte 1’effet d’inversion
du flux pour le calcul de dH et dY et considérerons que les équations ci-dessus
sont valables quel que soit le signe de Ur.

On remarque que les équations qui fournissent les expressions des forces
H,Y font apparaitre deux termes : un terme qui dépend de la trainée dD et un
autre qui dépend de la portance dL.

Nous distinguerons ces termes dans les calculs. Les termes dépendant de la
trainée seront indicés de la lettre P indiquant que leur origine provient direc-
tement du profil et les termes dépendant de la portance seront indicés par la
lettre I indiquant qu’ils sont induits par cette derniere.

En remplacant dL et dD par leurs valeurs dans ’expression des forces ci-

16



dessus on obtient finalement :

1
fpacR(QBU% + UpUr)dzx siUr >0
ar =4 2 (1.55)

—;pacR(OBU% + UpUr)dz siUpr <0
de:;p(ScRU% sin ¢ dx (1.56)
dH = — ;pacR((HBU% + UpUr)Bcosty + (0pUpUr + Up)sinep)dx  (1.57)
dYp=— ;pécRU% cos Ppdx (1.58)

1
dYr :§pacR(—(93U% + UpUr)Bsine + (0gUpUr + Up) costp)dz  (1.59)

1.3 Calcul des moments de battement et de trainée

Il s’agit de calculer les moments par rapport aux axes d’articulation du
rotor. Considérons dans un premier temps le cas ou le flux d’air alimente le
profil par le bord d’attaque.

Le torseur des forces aérodynamique au pomt P se compose d’une résultante
dRR et d'un moment de torsion suivant 'axe X p. Intéressons nous pour 'instant
au moment di uniquement a la résultante dR. Celle-ci s'écrit :

0

- Up
dR=| —aD+ LdL (1.60)
Ur

dL T

Le moment de la force aérodynamique est alors :

0
T U 0
SPradE=R| 0 | A| —aptFar | = —am (1.61)
0 Ur dQ
TB dL TB
TB
Ce calcul conduit & un moment suivant 'axe Yp égal a :
dM = RxdL (1.62)
Et un moment suivant l'axe Zp égal a :
U
dQ = Ra(—dD + —2dL) (1.63)
Ur

Le premier moment est le moment de battement (il régit la variation de
langle ) et le deuxiéme moment celui de rotation proprement dit du rotor (il
régit la variation de I'angle v)).

17



Dans le cas ot le flux d’air alimente le rotor par le bord de fuite, la résultante
dR s’exprime par :

0
- U
dR=| dD + “Par (1.64)
Ur
dL T
On en déduit les moments :
dM = RzdL (1.65)
U
dQ = Ra(dD + —2dL) (1.66)
Ur

On obtient finalement en distinguant les termes de profil des termes induits :

1
—§p5cR2xU%dm siUr >0
dQp= (1.67)

1 2,772 :
ipécR 2Uzdr  siUr <0

1

§pacR2x(03UpUT + U%)dx siUr >0

dQr = 1 (1.68)
—§pacR2x(HBUpUT + Uf-,)dx siUr <0

1

fpacRQx O0pU2 + UpUr)dx siUpr >0

B T

dM = (1.69)

1
—ipacR%(HBU% +UpUr)dz siUr <0

1.4 Calcul du moment de torsion

Calculons & présent le moment de torsion de la pale (moment suivant I’axe
Xp). La pale est soumise a trois moments de torsion qui sont :

e le moment di aux forces aérodynamiques ;
e le moment du a la force centrifuge;
e le moment dii a l'inertie de rotation.

Pour simplifier, nous négligerons 'effet du cercle d’inversion. L’incidence
s’exprime donc quelque soit le signe de Ur par

ap =0g + — (1.70)

1.4.1 Calcul du moment de torsion aérodynamique

Le schéma de la figure représente la position du foyer (AC) et du centre
de gravité (CG) du profil de la pale.
On note [ et h les coordonnées du foyer dans le repére 7p.
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FIGURE 1.7 — Position du foyer par rapport au centre de gravité

Notons C,, le coefficient de moment aérodynamique du profil exprimé au
foyer. Calculons le coefficient Cyy de ce méme moment exprimé au centre de
gravité. Nous avons :

l h

Cy=0Ch + *(Cl cosap + Cysin aB) — *(C[ sinap — Cycos 043) (1.71)
c c

En remplacant C; et Cy par leur valeur, en negligeant 0 devant a et en

négligeant les terme du second ordre de l'incidence, on obtient :

l
Cum :Cm—i-?aaB (1.72)

Le moment aérodynamique élémentaire s’écrit alors :

1
dN = ipCQU%CMdr (1.73)
On déduit :

T, 5 la la
dN = ipc [UT(Cm + ?93) + ;UPUT)]dT (1.74)

Soit en se ramenant & la variable x :

1 l l
dN = §p02R[U%(Cm + ZGQB) + ;aUPUT)]de (1.75)

1.4.2 Calcul du moment de torsion dua a la force centrifuge

La force centrifuge crée un moment de torsion qui a pour effet de s’opposer
a toute variation de pas : c’est le rappel a plat. La composante principale de
cette force étant due a la rotation du rotor (¢), nous considérerons pour son
calcul que le battement est nul ainsi que les vitesse de roulis et de tangage.

Soit un point M de la pale défini dans le repere Tp par ses coordonnées
r Y, 2.

La figure représente le point M dans le plan de rotation de la pale et
dans le plan du profil.
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FIGURE 1.8 — Force centrifuge sur un élement de pale

La force centrifuge élémentaire ia que subit se point se décompose en deux
forces élementaire dF; et dFy avec dFi perpendiculaire a ’axe de pas.

Nous avons :
dFy = dFsin& (1.76)

En notant dm la masse de cet élément de pale, on obtient :

dFy = ¢*rsin édm = *ydm (1.77)
Le moment de cette force s’écrit :

d?P = —dFyz = —1)*yzdm (1.78)

Le moment s’integre sur toute la section du profil. Il est préférable de changer
de repere et se placer dans le repere Tp qui constitue les axes propres du tenseur
d’inertie.

En notant vy’ et 2’ les coordonnées du point dans le repere Tp, on obtient :

y =1 cosfp — 2 sinfp (1.79)
z =1y sinfp + 2’ cosfp (1.80)

Soit :
yz = (cos2 05 — sin? 0p)y'2 + sinfp cos HB(y'2 — 2'2) (1.81)

En notant p la densité du matéiaux consituant la pale, la masse élementaire
s’exprime par :
dm = pdrdy'dz' (1.82)
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L’intégrale du produit ¢’z est nulle puisque le repére Tp est un repére prin-
cipal d’inertie. En se limitant au premier ordre en fp, et en intégrant sur la
surface du profil on obtient :

dP = —1/)293(1’!”/ (v — 2?)pdy'd2’ (1.83)
S

Notons I, et I, les moments quadratiques de la section de la pale. Nous
obtenons :

dP = —?0p(I, — I,)pdr (1.84)
Nous avons :
I, = / y2dy'd' (1.85)
s
I, = / 22dy d7’ (1.86)
s

D’autre part les moments d’inerties s’écrivent :

I.= / (2 + ) pdrdy'dz' (1.87)
P
I, = / (v + ) pdrdy' dz’ (1.88)
P
On déduit :
R
I,—1,, = / (y? — 2?)pdrdy'dz’ = / (I, — I)pdr (1.89)
P 0
Soit :
L.—1, = (I. - I,)pR (1.90)

En introduisant la variable z, on obtient finalement I’expression du moment :

dP = —*(I,, — I,,)0pdx (1.91)

1.4.3 Calcul du moment da a ’'inertie de torsion

Le moment d’inertie de pas étant I, — I, (voir équation (1.16))), le moment
d’inertie s’exprime par :
d’0p
- (Izz - Iyy)ﬁ (192)
Nous verrons que ce moment est négligeable devant les deux précédents. Il
ne sera donc pas pris en compte.
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1.5 Tableau récapitulatif des forces et moments
On obtient finalement le tableau récapitulatif suivant :
O0p =6y + 0w + v(x) (1.93)
;pacR(HBU% + UpUr)dzx siUr >0

L =42, (1.94)
—ipacR(GBU% + UpUr)dx siUr <0

1
de:§pécRU% sin ida (1.95)
1
dHy = — ipacR((HBU% + UpUr)Bcostp + (0pUpUr + Up) sineh)dx  (1.96)
1
dYp=— ipchU% cos Ydx (1.97)

1
dy; :§pacR(—(93U% + UpUrp)Bsiny + (0pUpUp + U%) cosp)dz  (1.98)
(1
——pécR*zU2dzx i Ur >0
dQp=1{ 2 (1.99)

1
ipécR%U%dm siUpr <0

1
—pacR?x(0gUpUr + U}%)dac si Ur >0
dQ; =1 2 (1.100)

1
—ipacR%(HBUpUT + U]%)dx siUr <0

1
fpacR2:):(HBU% + UpUr)dx si Ur >0
dM =1 2 (1.101)

1
—ipachx(HBU% + UpUr)dx si Up <0

1 z l
AN =5pe* RIUH(C + ?aeB) v ?aUpUT)]dSU (1.102)

dP = —4*(I,, — I,,)0pdx (1.103)

1.6 Intégration des forces et moments

L’expression analytique des forces et des moments des b pales s’obtient en
intégrant les expressions élémentaires des forces et moments (équations ci-dessus
a ) une premiere fois le long de la pale et une deuxieme fois en
azimut de 0 a 2.

On introduit un parametre noté B qui modélise les pertes de portance de
bout de pale du fait que la pale est de longueur finie. La valeur de B suggéré
par Prandtl est donné par la relation :

C
B=1-— 1.104
SR (1.104)
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Cr est le coefficient normalisé de la résultante rotorique axiale (voir para-
graphe . Dans la plupart des analyses ont prend pour simplifier la valeur
B =10.97.

Pour calculer les forces et moments, on distingue les composantes de profil
et les composantes induites par la portance. On integre les composantes induites
par la portance en prenant en compte le facteur de perte selon ’équation :

2r B dFy
——dxd 1.105
o [ S (1.105)

On integre les composantes de trainées en considérant toute ’étendue de la
pale car la trainée persiste méme quand la portance disparait :

21 1 dF
/ / —Pdﬂcdw (1.106)
27r

Pour prendre en compte le changement de signe des équations sur 1’étendue
du cercle d’inversion, on distingue dans l'intégration en azimuth la zone avan-
cante de la zone reculante. En prenant par exemple la résultante rotorique, on
obtient :

B dT 27r psiny dT B dT
/ / dq:dw+/ / dm+/ —dx)dy) (1.107)
271' usin ) dx

Cette expression peut également s’écrire :

2r B JT 2w psiny dT
= / / —dady 2 / / ——dudi) (1.108)
s

Les expressions analytiques des forces et moments apres intégration s’ex-
priment sous la forme de polynomes en p. On montre (voir [2]) qu’'une evalua-
tion a l'ordre 4 en fonction de p suffit si ag, as et bo sont exprimés a 'ordre 2 et
aj et by a lordre 3. La référence [3] montre que la méme précision est obtenue
pour les forces et moments si ug est évalué a 'ordre 4, u; et v; & 'ordre 3 et
us et vy & l'ordre 2. Les forces et moments seront donc calculés en limitant le
developpement en fonction de p & 'ordre 4 (voir annexe).

1.7 Etude du battement

Le calcul du battement consiste a exprimer 1’équation différentielle qui régit
le mouvement en 3 . Pour cela calculons le moment cinétique au point S de la
pale P par rapport au repere 77. Nous avons :

3(S,P/Tr) = I(S,P)X(Ts/T1) (1.109)
Soit :
(Izz - Ixx)(ﬁw + qSiml) — pCos ¢)
a(S,P/Tr) = Ly (=B + gcost + psint)) (1.110)

L.y -
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Calculons a présent le moment dynamique en S de la pale P par rapport au
repére Tg. Celui-ci est égal a la dérivée du moment cinétique par rapport a ce
méme repere. Le théoreme de Varignon permet d’écrire :

+ Q(TB/T1) NG(S,P/T1) (1.111)
TB

= Y5s.pm)

d —
T1

dt

La coordonnée Y du premier terme du second membre de cette equation
donne :

— Iy(B + gt sin¢p — pij cos ) (1.112)
La coordonnée Y du deuxieme terme donne :
— Ly (BY° + q sin ) — pib cos ) (1.113)
On obtient finalement la coordonnée Y du moment dynamique :
— Iy (B + B? 4 2hgsin ey — 2p cos ) (1.114)

Le second principe fondamental de la dynamique stipule que le moment
dynamique est égal au moment des forces extérieures. En reliant cette derniere
équation a l'expression du moment aérodynamique précédemment calculés sur
laxe Y5 et en I'intégrant le long de la pale nous obtenons ’équation différentielle
du mouvement en battement :

B
Iyy([.i3 + BY% 4 2gsinty — 2ppcosh) = /0 dM (1.115)

Remarquons que le terme Iyyﬁ est la force d’inertie de la pale et le terme
Iyyﬁ¢2 la force de rappel centrifuge.

Pour intégrer 8 on utilise comme variable libre 'azimut au lieu du temps.
On obtient donc au final :

dzﬁ%—ﬁ—i—? inty — 2pcosp ! /BdM (1.116)
— siny — 2pcosy) = —— .
dr)? q P Iyy¢2 0
On introduit le nombre de Lock défini par :
acR*
y=" . (1.117)

Ce nombre sans dimension caractérise le rapport des forces aérodynamiques
aux forces d’inerties. En remplagant les vitesses Ur, Up par leurs expressions et
en intégrant I’équation du moment dM le long de la pale on obtient ’équation
différentielle du battement.

L’expression de dM dépend comme nous 'avons vu du signe de Up. Nous
avons :

B B 1
/ dM = / §pacR2x(93U72~+ UpUr)dz—
0 0
—psiny | 2m
2/ ipacRgx(HBU% + UpUr)dz (1.118)
0

™
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L’expression ]iﬂ signifiant que ce terme n’est pris en compte que lorsque v
varie de m a 2. Dans le but d’obtenir une seule expression du moment dans
I'intervalle [0. .. 2] il nous faut calculer les coefficient de Fourrier d’une fonction
définie sur deux intervalles, le premiere de [0... 7] et la deuxieme de [r...27].

Soit une serie de Fourier définie de [0...2n] par :

y = Ag + Aicosp + Bysiny + As cos 2y + By sinp (1.119)
On additionne & cette série sur 'intervalle [ ... 27| une série de la forme :
Ay = AAy+ dAjcostp + ABysinty + AAs cos 2¢) + ABs sin (1.120)

L’analyse harmonique de la somme de ces deux séries conduit a une série
dont les coefficients sont (voir annexe) :

y+ Ay = Co+ Crcosyp + Dysiny + Co cos 2 + Do siny (1.121)
Avec :

Aay= — Aag (1.122)
Aay=0 (1.123)

AB; 1
Cy =4y — + AAO (1124)
), =A 4AB2 1.125
1 =A1 - g— (1.125)

S8AA
Dy =B; — §—+ N (1.126)
2AB;

Cy =Ay — fAAo 3 (1.127)
Dy =By + iABQ (1128)

Les deux premieres équations résultent de la continuité en 7 des deux séries.

L’expression analytique du moment de battement étant relativement longue,
elle ne sera pas détaillée dans ce chapitre. On la trouvera dans ’annexe.

Intéressons nous a présent a I’équation différentielle homogene du battement
(donc sans second membre). Celle-ci s’exprime dans le cas B =1 :

d? 4
d@!)g (1+ usmqb)di—k[l

On remarque qu’en plus des forces d’inerties, les forces aérodynamiques font
apparaitre :

g(g,ucosw—i—u sin2y))]8 =0 (1.129)

4
e un terme d’amortissement : z(1 + —psin);

8 3

4 .
—pcostp + p? sin 21))

f d l: —
e une force de rappe 8(3

25



Cette équation est fondamentale car elle régit le mouvement de battement
et une attention toute particuliere a été porté a sa stabilité. Cette équation
n’admet pas de solution générale mais les études montrent que des instabilités
apparaissent uniquement pour des valeurs de u élevées.

Dans les domaines de vol courant le coefficient p étant petit devant 1, il
peut étre négligé. L’équation du battement se résume alors a :

d—+——+ﬂ:0 (1.130)

En revenant au temps comme variable libre au lieu de ’azimut, cette équa-
tion devient :

1d*3 L0 dp

P2 dt? gy di

+8=0 (1.131)

Il s’agit d'une équation différentielle du deuxieme ordre aux coefficients
constants qui représente un oscillateur harmonique. Le facteur d’amortissement

est £ = X et le temps de relaxation 7 = l
16 169

La valeur de ce dernier dépend exclusivement du nombre de Lock et de
la vitesse de rotation. Les calculs donnent des valeurs de 7 comprises entre
quelques centiemes de secondes pour des pales 1égeres a un peu plus d’un dixieme
de seconde pour des pales lourdes. Le mouvement de battement est donc un
mouvement fortement amorti.

Comme nous venons de le voir ’équation différentielle du battement n’admet
pas de solution générale. Pour calculer le battement nous allons le décomposer
en séries de Fourier en fonction de I'azimut. On pose :

n

B =ag— Z(ai cos(it)) — b; sin(iv))) (1.132)

i=1

En se fixant un rang n et en introduisant l’expression de [ ci-dessus dans
I’équation du battement, on obtient une expression discrete comportant 2n + 1
termes (n termes en cos(iy)) , n termes en sin(iy)) et le terme constant). Cette
équation devant étre nulle quelque soit 1 , on en déduit 2n + 1 équations a
2n 4 1 inconnus (les coefficients du battement).

Les calculs montrent que 'amplitude des coefficients diminue d’un facteur
10 par ordre de calcul et que les coefficients d’ordre 2 sont de 'ordre du degré.
Nous nous limiterons donc a 'ordre 2 pour développer les calculs dans cette
étude.

Les coefficients fondamentaux sont ag, a1, by dont les significations physiques
sont les suivantes :

e g est la conicité;

e a; est ele basculement longitudinal (positif quand le rotor bascule vers
larriere) ;

e b; est le basculement latéral (positif quand le rotor bascule vers la pale
avangante).
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Nous avons vu que le moment de battement s’exprime a partir de I’équation
(1.115)). En se limitant au premier ordre pour le calcul de I'angle 3, soit :

8 =ag— ajcosty — by siny (1.133)

On obtient :
B .
/ dM = Ip?(ag + 2Gsinv — 2p cos 1)) (1.134)
0

En l'absence de mouvement d’attitude (p et ¢ nuls), on conclue que le bat-
tement au premier ordre est constant et vaut It/ %ay.

1.8 Equation de déformation de torsion

Le calcul de la déformation s’obtient a partir de ’équation différentielle qui
régit la déformation de torsion :

dv M

dar~ GJ

Dans cette equation v est ’angle de torsion, GJ la rigidité de torsion de la
poutre et M la somme des moments des forces extérieures de r & R (convention

des efforts a droite).
En se ramenant a la variable x, on obtient pour la pale :

dv(z) RM
dv — GJ

On déduit 'expression de la déformation sachant que le moment M est la
somme des moments de torsion des forces aérodynamiques et inertielles (voir

paragraphe :
T B 1
v(z) :/ (/ dN+/ dP)dx (1.137)
0 T T

Pour résoudre cette équation, on procede comme pour la résolution des
coefficients de battement en décomposant v(z) en série de Fourier. On se limite
a l'ordre 2 pour étre homogene avec ’équation de battement et on pose donc :

(1.135)

(1.136)

v(z) = up(z) + ui(z) cosp + vi(z)siny) + ua(z) cosy) + vo(z)siny  (1.138)

On exprime enfin les coeflicients ci-dessus sous la forme de polynome en x
en se limitant & l'ordre 5, suffisamment précis en pratique (voir le paragraphe

9 :

uo(x) = uprx + wpaz? + uosr® + ugaxrt + ugsz® (1.139)
up(x) =unx + u12z? + up3x® + uggrt + ugsa® (1.140)
vi(x) = vz + v122% + v132° + viaxt + vi52° (1.141)
ug(x) = ug1x + U92x? + Uz x> + usgr?t + ugsa® (1.142)
vo(x) = vor1 + v22x? + Va3 + vogat + vosx® (1.143)

L’identification des membres de gauche et de droite de 1’équation (1.137))
conduit a 25 équations dont les inconnues sont les coefficients de déformation.
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1.9 Resultats de calculs

On introduit le coefficient de plénitude (ou solidité) défini par :

_ bR 1.144
e (1.144)

Ce coefficient exprime le rapport entre la surface des pales et la surface du
disque rotorique. On définit le coefficient de normalisation des forces par :

Kp = psAR?)? = pbeR3i)? (1.145)
et celui des moments par :
Kg = psAR3Y? = pbeR*)? (1.146)

Les résultats d’intégration sont fournit en annexe. On ne précisera pas ici
les expressions dépendant de la déformation qui sont trop longues a développer.
La résolution analytique conduit au coefficients de battement suivant :

v 1o Spt 1 g 1 Lo
= (-uB® - —— —B* 4+ S\ + —u2B%
ao 2{(6u 487r)p+(3 +47T) + g By
+(}B4M2—iu4+lB4)9 +(}u2B3+EB5)9 } (1.147)
1 3l TP TG 50 /7TW '
2 BY 5 ., 8§ 1
a1=71{(7 + ZSM3)p - —+(B*- ZMQ)A
4 2 R2 © TH
1 4 w?
— —B% —B3 + 26, + B*0 1.148
3 2+(3 +37r)0+ Tw } ( )
4 4 1B+ 1 1 1
PP 7T v m
B +§'u B
g X .
T 20 3P 128 1.7 .4
Y o ey & S LN (i - TP
“=aps rial 30 .t 0E T3P,
7 46 7
16B + — B4*)\ + (— B? + —~2B1%)g,
+ (168 + 75g B )A+ (5B + 1" B oo
7
+ (558" +128%)0rw} (1.150)
b YW (128 1o p 0BG
2= 2 28 {( 2 + )
VB3 +144V"By2 " 37 ' 3 4 p
5 25 8
B2+ —=B%,+ —B"0 1.151
+3 TR Tw } ( )

A partir des composantes des forces, on définit les coefficients suivant (on
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remarquera que Y, étant nul, il n’y a pas de coefficient Cy) :

T =KpCrp
H,=KrCh,
H;=KpCp;
Y, =KrCy;
Qp=KqCqp
Qi=KqgCq;
On obtient (voir annexe) :
a 1 , 1 1 1 1. 1
027—75*2A 2 *B2A -3 *sz
T =5l + wp + (u + 5B7) + guiar + Buthy
4p3 1 1 1 1 1
— 4 B3+ —Bu)0y + (=B* — —u* + ~“B%2)0
+ ( 97T+3 +2M)0+(4 32M+4 w)Orw }
1
Cszz(le/
1 1 1 5 1
f—{(—iBQ)\ - 73390 - fB4eTW +1 B by — 1—63 pay)p
1 5 1
—-B3 —B3ay — —B%ub1)§
(=58 a0+ B ae — gBub)a
3, 1 1 1,
+ (3B a1 — 5Bbop — (Buby — 7B pubrw)A

1 3 1 1
+(3B%a1 + B uba)0o + ([ Brar + 1B ubo)Orw

1 1
+ (—6331)1 - §B2ua2)ao

1 1 1 1
+ ZBQ,LL(IOQ + ZBQMa% — fB3b2a1 + *ngl(lg}

) )
Cy,= f{(—fBgao - —B ag + —B%uby)p

16
+ (63300 + ;B49TW + 5BQ/\ + 152ng2 + ;B%al)d
+ (2B2bl + iBuaz - gBMao)A
+ (EB?’bl + ;By?bl - ZBQM% - iBQMao)GO

B4b B2 2p
+(4 1+4 1— 4

las — *B ®pao)rw
L3 2 2
+ (63 a; — Bu“a; — §B pba)ag

1,1, 1,
+ (=B%az + —B“ubi)ay + =B b1ba}
4 4 4
C —ia{—g—s 2+ '}
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2 64 8
4pf 1 _, 1 . 1. 1, 1,
+ (—4—57+ gB whrw + 6B 10 + 6B by — ZB ay + 7~ A)p
1 1 8 ptag 1 1 1
4 4N\ ~2 3 3 4 ~

——u*+-B ———+ —B%uay — -B ~B%
+( il +8 )d +(45 - +6 pag = 3 Hao+4 1)4

1 1

“B2 _ Z2))\2
+(5 Tl

1 1 1 1 20300 3

4 2 4 3 3

— "0 -B ~B'0 B3y + ——— — —ptar)\
+(32M Tw+2 ,ua1+4 Tw+3 o+9 - 8/~LCL1)
+ (—EBZ/fa — }Bg’ubl + 1B4a2)a2

4 076 2

+ (EBQQOMQ + iB?’/JL29TVV + }B‘g,ual + 1341)2)1)2

8 12 6 2

1 1 1 3 1 1

*BQ 2 T 4N\ 2 *B4 7B2 2\ 2 *B4 7B2 2 b2
+(4 H 16M)a0+(8 +16 M)a1+(8 +16 )by

1
_ §B3Ma0b1} (1.163)

1.10 Expressions des forces par rapport au disque
rotor

Les forces ont été exprimées juqu’a présent dans le repere Tg dont I'axe Zs
constitue le moyeu et le plan ()?5,375) le plan d’entrainement. Nous avons vu
que sous l'effet des forces aérodynamiques et inertielles le battement des pales
décrit un mouvement dont ’équation au premier ordre est :

8 =ag— a1 cosy — by siny (1.164)

On déduit de ce mouvement que le rotor forme un cone d’angle ag, bascule
longitudinalement en arriere d’un angle a; en tournant autour de Xg et bascule
latéralement vers la pale avancante d’un angle b; en tournant autour de ?S'

Il est alors intéressant de considérer un nouveau repere noté 7p obtenu a
partir de 7Tg et des rotations a; et by. L’axe Zp de ce nouveau repere représente
I'axe du cone que forme le rotor et le plan ()Z D, ?D) est défini par le saumon
des pales. Ce plan est appelé plan du disque rotor.

La transformation de Tg a Tp s’écrit au premier ordre :

T 1 0 —-b T
Y = 0 1 a y (1.165)
z )7 by —a1 1 z ) r

Cette matrice permet de calculer 'expression des forces dans le repere Tp :

Yp 1 0 =b Y
~Hp |=| 0 1 a —H (1.166)
TD b1 —aq 1 T
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Soit :

Tp =T (1.167)
Hp=H-aT (1.168)
Yp=Y — T (1.169)

Les calculs montrent que les composantes Hp, Yp sont tres faibles comparées
a T et que 'on peut donc considérer avec une tres bonne approximation que la
résultante des forces aérodynamiques générée par le rotor est alignée avec ’axe
du cone formé par les pales.

L’incidence du disque rotorique s’écrit :

ap = ag +a; (1.170)

Calculons a présent les coefficients d’avancement et de perméabilité dans ce
nouveau repere. Nous avons :

Ucos(ag +a1) U-cosag

= = 1.171
0% o o (1.171)
Ap — Ucos(ozg. +ap) = Usinag + qal cosas . (1.172)
Ry Ry
Soit :
pp = pu (1.173)
AD = A+ pay (1.174)

1.11 Calcul de la polaire rotorique

Pour calculer les coefficients C'p et C; du rotor il nous faut calculer la
portance L et la trainée D. Ces deux forces s’expriment directement en fonction
de T et H . Nous avons :

L =Tcosag — Hsinag (1.175)
D =Tsinag + H cos ag (1.176)
On déduit alors :
L D
CL = 1 ’ CD = 1
—pAU? —pAU?
2" 2"

1.12 Calcul de la vitesse induite

La vitesse induite est la vitesse communiquée aux molécules d’air du fait
de 'apparition des forces rotoriques. Pour calculer cette vitesse, nous ferons les
hypotheses suivantes :
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e la force générée par le rotor est uniformément distribuée a travers le
disque rotor. Cette distribution uniforme revient a considérer un nombre
infini de pale (la solidité vaut un);

e il y a continuité du flux d’air qui traverse le rotor ce qui conduit a
la continuité des vitesses des molécules d’air mais a 'apparition d’une
discontinuité de pression nécessaire a la génération de la force rotorique.

Nous considérerons donc que :

e la pression varie de py & p dans la partie aval (elle augmente) et de p+Ap
a po dans la partie amont (elle diminue) ;

e la vitesse de l’air par rapport au rotor varie de Va Vg entre I'infini aval
et Dinfini amont et vaut V; au niveau du disque rotor.

Considérons le mouvement général de translation représenté par la figure

Infini
amont
FIGURE 1.9 — Flux en translation horizontale

On définit la vitesse induite par la relation :
Vi=V 47 (1.177)

Appliquons le théoréme de la quantité de mouvement. Nous avons :

mV =T + mVs (1.178)
Soit :
T = —1(Vy — V) (1.179)

Calculons le bilan de puissance :

1 5 e 1
Soit :
Lo 1
~T.(V+) = 5m(v22 -V (1.181)

En reportant I'expression de la force calculée précédemment nous obtenons :
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- 1

(Vo = V).(V +5) = gri(Va = V).(Va + V) (1.182)
Soit :
Vo —V =27 (1.183)

La force rotorique T s’exprime alors par :
T = —21; (1.184)

La vitesse induite est alignée avec la force générée par le rotor et de sens
opposée. Il ne reste plus qu’a calculer le débit d’air. Glauert (voir note [1])
a suggéré qu’il ne faut pas considérer le flux d’air qui traverse le rotor mais
I’expression suivante :

1 = pA|Vi| = pA|V + i (1.185)

Il n’y a égalité que dans le cas d’un mouvement vertical. On déduit finale-
ment les résultats : connaissant la force T' générée par le rotor et la vitesse V' a
I'infini aval on a les relations :

T = —2pA|V + &]|5; (1.186)
Vi=V -4 (1.187)
Vo =V — 27, (1.188)

La vitesse induite ainsi calculée est appelée vitesse induite de Froude.
Notons v; tel que v; = —viZS. Notons T tel que T = TZS. La relation vec-
torielle donnant ’expression de la force se transforme en I'expression algébrique
suivante :
T = 2pA|V + v, (1.189)

Soit V7 la composante de la vitesse de ’air suivant Zg provenant du mou-
vement de translation de 'aéronef. La vitesse axiale des filet d’air au niveau du
disque rotor est :

Vo1 =Vy —wv; (1.190)

A l'infini aval, nous avons :
Vyo =Vy — 20 (1.191)

Ces deux expressions montrent que la vitesse axiale varie de Vz a l'infini
aval & Vz — 2v; a l'infini amont en passant par Vz — v; au niveau du disque
rotor. On peut alors prédire que ’écoulement ne sera pas le méme suivant le
sens et le module de V.

On considere quatre cas de fonctionnement :

e La descente rapide quand V; > 2v;. Les filets d’air sont tous dirigées dans
le sens de 'axe Zs. Ce régime correspond a celui du moulinet frein ;

e La descente modérée quand v; < Vz < 2v;. Il y a inversion du sens des
vitesses a ’amont du disque ce qui fait apparaitre un sillage de sorte
que les filets au centre dirigés vers le haut se rabattent vers le bas a
Iextrémité des pales. Ce mode de fonctionnement porte le nom de régime
turbulent ;
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e La descente faible quand Vz < v;. Le sillage apparait cette fois a la
partie inférieure du rotor. Les filets d’air au centre du rotor se rabattent
vers le bas ce qui conduit les filets centraux supérieurs a créer une zone
tourbillonnaire d’ou le nom d’état d’anneaux tourbillonnaire donné a ce
régime ;

e La montée quand Vz < 0. Il correspond au fonctionnement d’une hélice.

En autorotation, le rotor fonctionne soit en moulinet frein, soit en régime
turbulent. Nous montrerons au paragraphe que le passe d’un régime a est
indépendant de la vitesse et ne dépend que de 'incidence.

Notons enfin que I'on définit le régime d’autorotation idéale celui dans lequel
V7 = v; ce qui conduit a Vz1 = 0.

Utilisons la vitesse de translation du rotor U qui, par définition, est I'opposé
de la vitesse V. Nous avons :

U = U cos Oés}_}s — Usin 045qu (1.192)
avec ag I'incidence du disque rotor positive dans le mode autogire. On pose :

U, =Ucosag (1.193)
U, =—-Usinag (1.194)

Posons v la vitesse induite définie par :

[T | sR%)?Cr
0 = — 1.1
Vi0 5 A 9 ( 95)

vi0 est la vitesse induite du vol stationnaire (17 = 0) qui génere la force T.
On introduit alors les coefficients suivants :

Uy

b= — 1.196

C, (1.196)
U,

o= (1.197)
Vi0

_ U,

A== 1.198
o (1.198)

avec !

la vitesse induite normalisée (positive vers le bas) ;
e (i la vitesse d’avancement normalisée ;
e ) la vitesse de descente normalisée (positive vers le haut).

[ ]
<

A par définition est négatif quand U, est négatif c’est-a-dire quand 1'inci-
dence g est positive (mode autogire). A 'opposé \ est positif quand I'incidence
est négative (mode hélicoptere).

On pose :

U
- 27 (1.199)

77:
Vg

S| o>l

Ce parametre détermine le mode de fonctionnement du rotor que nous avons
précédemment défini. En effet nous avons :
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Disque rotor Disque rotor

T
T

Mode autogire Mode hélicoptere

r<0 A>0

FIGURE 1.10 — Mode autogire et helicoptere

e 7 < —2 soit V, > 2v; régime moulinet frein ;
o —2 <7< —1so0it v; <V, < 2v; régime turbulant ;
e —1 <7< 0so0it 0 <V, <w; état d’anneaux tourbillonnaires ;
e 0 < 7 soit V, < 0 mode hélice.
Le régime d’autorotation idéale est déterminé par 7 = —1 soit la droite
X = —0. Le passage du régime turbulent au régime moulinet frein est défini par

la droite A = —27.

Nous ne nous intéresserons dans la suite qu’au cas 7' > 0 correspondant a
v; > 0 soit © > 0. En effet la solution du cas T < 0 est —wv; avec v; solution de
—T.

Exprimons le module du vecteur V 4 7. On obtient :

WV + 32 =v3(@2 + (A +10)?) (1.200)

L’expression de la force T de la théorie de Froude conduit a la relation :

1=0\/ji24+ (A +1)? (1.201)

Cette expression ne donne pas de solution explicite. On peut cependant
tracer v a i fixé en fonction de A en calculant A en fonction de v ce qui conduit
a une équation du second degré. On obtient deux familles de solution :

A= -0+ = 2 (1.202)

Ces courbes sont représentées sur le schéma ci-dessous pour trois valeurs
différentes de i . Le schéma ci-dessous fait également apparaitre les zones de
fonctionnement en moulinet frein (intersection entre la valeur de v et la pente
A = —20) et en mode hélice (A > 0).

On remarque que pour i = 0 la solution de Froude correspond a deux
branches d’hyperboles admettant chacune la droite = —A comme asymptote.
Cette droite, qui correspond a la vitesse idéale d’autorotation, joue également un
role important quand fi # 0 car les maxima des courbes © = f(\) se produisent
sur cette droite.

Dans le cas d’une descente verticale (i = 0) les résultats de la théorie de
Froude comparés aux mesures expérimentales permettent de déterminer trois
zones :

35



<l

>

Mode Moulinet Frein Mode Hélice

FIGURE 1.11 — Vitesse induite de Froude

e lorsque A > —1 la branche de asymptote de droite est assez en accord
avec les différentes expériences tout en minorants celle-ci;

e lorsque —2 < X < —1 la vitesse induite diminue fortement jusqu’a re-
joindre I'asymptote de gauche;

e lorsque A < —2 les résultats expérimentaux suivent la branche de 1’hy-
perbole en majorant celle-ci.

La théorie de Froude dans le cas d’'un autogire ne peut donc plus s’appli-
quer des que le fonctionnement du rotor s’approche du régime turbulent. Nous
montrerons que c’est le cas dés que 'incidence dépasse 30 degrés.

Des modeles plus réalistes ont été élaborés dont notamment le modele de
Shaydakov basé sur la théorie des anneaux tourbillonnaires.

Ce modele est abordé dans la note Ref. [4]. Il conduit & deux jeux d’équa-
tions :

e quand 77 > 1 alors 1 = 04/ z?2 + (A + 2)?%;

_ _ N
e lorsque 7 < 1 alors 1 = (A +0)y/a2 + (A 4+0)2 — A ﬁ—i—z

On remarque encore une fois I'importance de la droite définissant le régime
d’autorotation idéale qui définit la transition entre les deux jeux d’équations.

Dans le cas 77 > 1 I’équation n’admet pas de solution explicite et on procede
comme dans le cas de la théorie de Froudre pour tracer ¥ en fonction de A & i

| S
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2,0

<l

1,5

1,0

Mode turbulent Mode anneaux
tourbillonnaires

FIGURE 1.12 — Vitesse induite de Shaydakov
fixé. Dans le cas 7 > 1 on obtient :

SN
=P | A A N 2+ )

=X+ 5 (1.203)

Le tracé de cette courbe montre que la valeur de v obtenue pour 7 = 1 est
la valeur minimale. Elle s’obtient (voir I’équation ci-dessus) pour :

_ 22
14+ A ﬁQ—i-Z:O (1.204)
Soit :
A= —\/2( g+ 1 — a2 (1.205)

Cette derniere équation définit la transition de maniere explicite entre les
deux familles de courbes.

Le schéma de la figure représente les modeles de Froude (en rouge) et
de Shaydakov (en bleu). Le modele de Shaydakov permet de distinguer la zone
du régime turbulent de la zone d’anneaux tourbillonnaires.

1.13 Codage des équations

Les équations analytiques exposées dans ce document ont été codées dans
la bibliotheque GyroKit et donne lieu au logiciel GyroRotor qui calcule les
caractéristiques aérodynamiques d’un rotor dans lequel la vitesse de rotation
est imposée ou fonctionnant en auto-rotation.
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L’expression de la vitesse induite v; fait apparaitre un couplage avec le co-
efficient de la force rotorique axiale C'r. Pour une vitesse de rotation donnée du
rotor, on résout ce couplage en utilisant un algorithme itératif de type Newton
(recherche du zéro d’une fonction).

Une difficulté apparait lorsqu’on utilise le modele de Froude pour de petits
facteurs d’avancement. Dans U'intervale A = —2 4 A = —1, outre le fait que le
modele de Froude est incorrect, il apparait une discontinuité dans la solution
quand on passe d’une branche a I'autre de ’hyperbole. Cette discontinuité peut
conduire a une non convergence de la force générée par le rotor. Dans cette
région, il est nécessaire d’utiliser le modele de Shaydakov.

Dans la programmation des équations, la définition de v,y est 1légerement
différente de celle du paragraphe Afin de toujours avoir v > 0, nous avons
pris :

y T
vip = signe(T) I2p (1.206)

Dans le cas du fonctionnement du rotor en auto-rotation, il faut déterminer
de plus sa vitesse de rotation. Celle-ci est telle que le couple rotorique total
Cgp + Cg; est nul. On utilise pareillement un algorithme de type Newton pour
calculer cette vitesse de rotation.

On peut résumer ainsi ’algorithme de calcul dans le cas d’un fonctionnement
en auto-rotation :

e itération sur la vitesse de rotation du rotor jusqu’a annulation du couple
rotorique Cg, + Cg; ;

itération sur la vitesse induite jusqu’a convergence de la force axiale Cr ;
calcul des coefficients de déformation ;

calcul des coefficients de battement ;

calcul de Cr;

calcul de Cg), + Cg;.

Les coefficients de déformations sont calculés a partir de ’équation (1.137)).
Cette équation se ramene a un systeme linéaire de 25 équations a 25 inconnues
qui est résolu numériquement.

1.14 Revue des hypotheses

Les principales hypotheses prises en compte lors du développement des équa-
tions et qui limitent la porté des calculs sont :

e la vitesse induite est supposée constante sur toute la surface du disque
rotor;

e la zone de décrochage de la pale reculante n’est pas prise en compte;

e le profil des pales est caractérisé par deux nombres constants : la trainée
0 et la pente du coefficient de portance a.

La premiere hypotheése a comme conséquence que les équation ne modé-
lisent pas correctement le comportement du rotor dans la zone des anneaux
tourbillonaires.
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La deuxieme hypothese concerne le calcul de la force de portane générée par
I’élément de pale qui est supposé proportionnelle a la pente du Cp, du profil.
Ce calcul n’est valide que tant que I'angle d’incidence est inférieur a ’angle de
décrochage du profil. En conséquence, le domaine de validité des calcul se réduit
aux faibles valeurs du facteur d’avancement.

La derniere hypothese concerne les parametres modélisant la trainée et la
pente de portance du profil. Ces parametres doivent étre considérés comme
des parameétres d’ajustement. On pourra ainsi les modifier afin d’obtenir une
portance et une vitesse de rotation données. En augmentant a on augmente
les forces aérodynamiques générées par le rotor en changeant peu la vitesse de
rotation. En augmentant § on diminue la vitesse de rotation et 'amplitude des
forces aérodynamiques.
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Chapitre 2

Caractéristiques remarquables
d’un rotor en autorotation

Dans ce chapitre nous négligerons la déformation de torsion des pales. Consi-
dérons un rotor aux caractéristiques géométriques données définies par les pa-
rametres R, c, 0y, Orw, B, Iy, 1., a,9.

2.1 Variation de la vitesse a incidence constante

Supposons que pour pour une vitesse U et une incidence du disque ag
données, les caractéristiques aérodynamiques de ce rotor soient :

wa Uiy WUy >\7 ap, ay, bla az, b27 CT7 CHa CYaT, H7Y (21)

Que deviennent ces valeurs pour une nouvelle vitesse & la méme incidence ?
Notons kU cette nouvelle vitesse avec k un coefficient strictement positif. Mon-
trons que la nouvelle solution s’écrit :

ki, ki, 1, A, ag, a1, br, az, by, Cr, Cr, Cy, k2T, k2 H, k*Y (2.2)

Supposons que la vitesse de rotation du rotor soit multipliée par k.

L’expression de la vitesse induite v;o (équation ((1.195])) montre que celle-ci
est multipliée par k£ quand la vitesse de rotation du rotor est multipliée par k.
On en déduit & travers les équations (1.197)) et (1.198) que les coefficients fi et
X sont inchangés. Pour que 1’équation (1.201]) soit respectée, il faut donc que @
soit inchangé. On en déduit a partir de I’équation que la vitesse induite
v; est multiplié par k.

Les expressions des parametres u, A (equations et ) montrent
que ceux-ci sont inchangés quand on multiplie les vitesses U, ¢, v; par un méme
coefficient.

p et A étant inchangés, les equations (1.147), (1.148]), (1.149), (1.150) et
montrent que les coefficients de battements ag, a1, b1, as et by restent
inchangés.

Il en est de méme du couple rotor total Cg (équations (1.162)) et (1.163))).
Celui-ci reste donc nul et ainsi la nouvelle solution respecte bien la condition
d’équilibre du régime d’autorotation.
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Enfin la vitesse de rotation étant en facteur au carré dans I’expression des
forces T, H,Y (voir équation ([1.145)) on déduit que les valeurs de ces forces
sont multipliées par le coefficient k2.

Ainsi quand la vitesse de translation d’un rotor en autorotation
est multipliée par un coefficient k alors que I’incidence du disque est
inchangée :

e les coefficients u, A, ag, a1, b1, as, bo sont inchangés ;

e la vitesse du rotor ¢ et la vitesse induite v; sont multipliées par
ks

e les forces aérodynamique T, H,Y sont multipliées par k2.

Cette derniere propriété justifie la définition des coefficients Cp, Cy, de la
polaire rotorique.

Si 'on examine a présent le rapport 7 introduit lors du calcul de la vitesse
induite : s

sin ag
n=-— (2.3)
on remarque que ce rapport est également indépendant de la vitesse.

Autrement dit, le mode de fonctionnement d’un rotor en auto-
rotation (moulinet frein ou régime turbulent) est indépendant de la
vitesse. Il ne dépend que de I’incidence.

2.2 Etude du coefficient de perméabilité

Considérons un rotor aux pales non vrillées, infiniment rigides et en transla-
tion pure. Pour étudier les caractéristiques du coefficient de perméabilité, nous
allons exprimer le couple rotorique sous une forme différente de celle de 1’équa-
tion (1.163)). Nous avons (voir la référence [6] page 102) :

Qi=—(TAX+H;p)R (2.4)

Cette equation qui pouvait étre attendue montre que le couple rotorique
induit est le produit scalaire entre la résultant rotorique et le flux d’air qui
traverse le rotor.

On déduit de cette expression ’expression du coefficient total du couple

rotorique :
4

5
Cq =50+ +52) = ACr — uCr (2.5)

A partir de 'expression du coefficient C'g;, et en se plagant dans le plan du
rotor, on déduit :

5 4
Cq = g(l + 3% + %) — ApCr — pCrup (2.6)

Les termes p? et u* petit devant 1 peut étre négligé. Le calcul montre que
Cygp est négligeable devant C'r étant donné que la force rotorique est prati-
quement alignée avec I'axe du cone rotor. La condition d’autorotation s’écrit
donc :

0
3~ ApCr = 0; (2.7)
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A partir de 'expression de Cp donné par 1’équation (|1.158)), on obtient en
négligeant les puissance de u devant 1 et se placant dans le plan du rotor :

a (90 )\D
3t

La condition d’autorotation s’écrit finalement :

1 . 96
— 2 _
Ap = (|03 + 5.~ 00) (2.9)

Le coefficient de perméabilité exprimé dans 1’axe du coéne d’un
rotor au profil des pales donnée est constant. Il ne dépend ni de la
vitesse, ni de I’incidence

Cp = (2.8)

2.3 Fonctionnement en mode autogire

L’expression de la portance du rotor est :
L =Tcosag (2.10)

En considérant que 'angle d’incidences est suffisamment petit de telle ma-
niere que cos g = 1, on obtient :

L=T (2.11)

Nous avons : ‘
T = pbcR*)*Cr (2.12)

Notons W le poids de I'autogire et n facteur de charge qu’il subit. Nous
avons par définition du facteur de charge :

T
= 2.13
n=o (213)
A partir de la condition d’autorotation (equation (2.7)), on déduit :
‘o nW
=38 A 2.14
v pR3bcH b (2.14)
Soit :
. 8 nW 90
2 2
_ 0 20 2.15
v 3pR3bc5[ 0+ 5, 0ol (2.15)

Ainsi pour de faibles valeurs d’incidence et au premier ordre, on déduit les
propriétés suivantes :

Pour un facteur de charge donné, le carré de la vitesse de rotation
du rotor est :

¢ indépendante de la vitesse et de I’incidence
e inversement proportionnelle & la densité, la corde, le nombre
de pale et le cube du rayon du disque.

La vitesse de rotation du rotor varie comme la racine carrée du fac-
teur de charge.
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Chapitre 3

Applications numériques

3.1 Test de validation des fonctions analytiques

Un premier test de validation a consisté a vérifier le codage correct des
équations en comparant le résultat de la bibliotheque GyroKit et les calculs du
logiciel Maple. On utilise pour cela un rotor dont les caractéristiques sont les
suivantes :

e Longueur des pales, R 4 m

e Masse de la pale, M 12 kg

e Corde du profil, ¢ 0.2 m

e Centre de gravité du profil ramené a la corde, x4 0.3

e Foyer du profil ramené a la corde, x4 0.278

e Nombre de pale, b 2

e Vrillage de la pale, 6; 2 deg

e Coefficient de moment aérodynamique du profil, C), 0.005

e Rigidité de torsion de la pale, GJ 6350 N.m? /rad

Le profil correspond & un NACA 8h12. La rigidité de torsion a été calculée
sur des pales AVERSO a partir des résultats de la mesure suivante : une force
de 100 N appliquée perpendiculairement a la pale a une distance d’un metre a
3,81 m du pied de pale conduit a une fleche de 60 mm au point d’application
de la force. On déduit de ces données :

e Le moment de torsion 100 N.m
e [’angle de torsion 0.03 rad.

L’équation de torsion s’écrit :

dv(r) M
= — 1
dr GJ (3:1)
Dans le cas d’'un moment constant, celle-ci s’integre en :
M
= — 3-2
v(r) = o (32)
d’ou 'on déduit :
M
GJ = —r (3.3)



En remplagant par les données de la mesure : r = 3,81 m, M = 100 N.m,
v(r) = 0.03 rad, on obtient la valeur de rigidité de torsion mentionnée.
A partir des données du rotor, on calcule les moments d’inerties en supposant

la masse linéique de la pale constante. On obtient :
2

e Moment d’inertie de battement, I, = m= 64 kg.m?
2
c
e Moment d’inertie de trainée, I. = I, + mﬁ: 64.04 kg.m?

On simule alors le fonctionnement du rotor en auto-rotation dans les condi-
tions suivantes :

e Vitesse de translation, U 90 km/h
e Incidence, ag 7 deg

e Pas au pied de palle, 6 2 deg

e Vitesse de tangage, ¢ 2 deg/s
e Vitesse de roulis, ¢ -3 deg/s

On obtient apres convergence :

e Vitesse de rotation du rotor, 1/1 353.0027 rpm
o Facteur d’avancement, 0.1678124092350715
e Facteur de perméabilité A, 0.013486848994919694

La saisie dans le logiciel Maple des caractéristiques du rotor ansi que les
données de son point de fonctionnement (1/1, i, A) permet de comparer les ré-
sultats entre le logiciel Maple et la bibliotheque GyroKit et vérifier ainsi la
cohérence entre le développement des équations et leurs codages (voir le code
GlauertRotorTest.java).

On peut ensuite procéder a plusieurs tracés dans le logiciel Maple (voir les
figures a partir de la ligne 113) afin de confirmer certaines hypotheses de calcul.

Le premier tracé correspond aux moments de torsion dus aux forces aérody-
namiques, a la force centrifuge et a I'inertie de torsion pour différents azimuth
de la pale. On vérifie ainsi que l'inertie de torsion est négligeable devant les
deux premiers.

Les tracés qui suivent permettent de comparer les déformations calculées a
partir des coeflicients de déformation et a celles calculées a partir du moment
de torsion ce qui permet de vérifier que 'ordre 5 du polynéme de déformation
est suffisant pour bien identifier la forme de la déformée.

3.2 Test de validation en mode autogire

La validation a partir de mesures en vol a été réalisé a partir du rapport
NACA No 600 ([4]) qui présente des mesures effectuées sur un autogire Kel-
lett KD-1. Ce rapport fournit sous forme de courbes les coefficients de bat-
tement a0, al,bl,a2 et b2 ainsi que les coefficients de déformation de torsion
u0,ul,vl,u2 et v2 (calculés au 3/4 du rayon) en fonction du parametre d’avan-
cement . Les valeurs mesurées ont été digitalisée avec le logiciel Engauge V4.1
(voir [5])

Les caractéristiques du KD-1 sont les suivantes :
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e Poids, W 2100 pounds

e Longueur des pales, R 20 feet

e Moment de battement de la pale, I, I 175 slug.feet?

e Corde du profil, ¢ 1 foot

e Position du centre de gravité du profil 0.280 foot

e Position du foyer du profil 0.242 foot

e Nombre de pale, b 3

e Pas constant, 0.096 radian

e Coefficient de moment aérodynamique du profil, Cy, -0.056

e Rigidité de torsion de la pale, G 1700 pound.feet
A partir des coefficients de conversion suivants :

o 1slug = 14.5939029 kg

e 1 foot = 0.3048 m

e 1 pound = 0.45359237 kg

et en prenant 9.81 m/s? pour valeur de l'accélération de la pesanteur, on
obtient les caractéristiques du KD-1 en unités SI :

e Poids, W 934.44 daN
e Longueur des pales, R 6.096 m

e Moment de battement de la pale, I 237.27 kg.m?
e Corde du profil, ¢ 0.3048 m

e Centre de gravité du profil ramené a la corde, .4 0.280

e Foyer du profil ramené a la corde, x4 0.242

e Nombre de pale, b 3

e Pas constant, 6 0.096 radian
e Coefficient de moment aérodynamique du profil, C,, -0.056

e Rigidité de torsion de la pale, G 2305.67 N.m

La définition de la rigidité de torsion G dans la note [4] est différente de
celle du paragraphe de ce document. Dans la note [4], G est le moment de
torsion qui s’applique au pied de pale, distribué le long de la pale suivant la loi
(B? — 2?) et tel que la déformation au 3/4 du rayon vaille 0.8 radian. Calculons
ce moment. Les conditions aux limites conduisent & écrire le moment de torsion

sous la forme : )

T
M(z)=6G(1— ?) (3.4)
A partie de I’équation de torsion :
dv(z) RM(x)
de — GJ (3:5)
on déduit en intégrant :
GR 3
v(z) = a(ﬂc - @) (3.6)
En prenant :
x=0.75 (3.7)
v(z) =0.8 (3.8)
B =0.97 (3.9)
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On obtient :
GJ =0.751GR (3.10)

Soit : GJ = 10551 N.m?/rad.
L’équation donnée dans la note [4] est :
585
GJ =GR (3.11)
avec G = 1700 pound.feet, R = 240 inches et G.J en pounds.inches?. Le cal-
cul conduit & 10706 N.m?/rad, une valeur légérement supérieure mais cohérente
avec la précédente. Nous prendrons cette derniere valeur pour les calculs.

Le profil des pales du KD-1 est un Go6ttingeh 606 dont il nous faut disposer
des coefficients a et § afin de simuler le comportant de I'autogire. On peut
calculer la valeur de a a partir du nombre de Lock donné dans le rapport [3].
Celui-ci, évalué au niveau de la mer, vaut : 12.74. On déduit :

~I
a= e (3.12)
En prenant p = 1.225 kg/m?, on obtient : @ = 5.86. Pour déterminer la
trainée de profil des pales, on procede comme suit : a partir du diagramme de la
vitesse de rotation du rotor en fonction de la vitesse de translation de I'autogire
donné dans le rapport [4] on calcule I'incidence et la trainée de profil de telle
maniere a ce que la portance égale le poids et que le moment total de trainée
du rotor a la vitesse de rotation donnée soit nul (condition d’autorotation, voir
le programme KD1.java).
On en déduit alors les coefficients de battement et les coefficients de la
déformés des pales évalués au trois quart du rayon que I’on peut comparer avec
les données mesurées en vols.
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FIGURE 3.1 — Vitesse de rotation du rotor et coefficient de résultante rotorique

La figure représente la vitesse de rotation du rotor (en rouge) et les
coefficient CT' de la résultante rotorique (en bleu et vert). La courbe rouge
continue est obtenue par un ajustement polynomial a partir des points extraits
de la note [4]. Cette courbe interpolée est utilisé pour calculer I'incidence comme
indiqué ci-dessus. La courbe bleu est le coefficient C'T' calculé comme dans la
note [4]. Celle-ci passe parfaitement dans les points extraits de cette note.

La courbe verte est le coefficient CT calculé en prenant en compte 'inci-
dence. On remarque un écart entre la courbe bleue et verte pour les faibles
facteurs d’avancements ou l'incidence du disque rotor est importante.
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FIGURE 3.2 — Incidence du rotor et trainée de profil de la pale

La figure 3.2 représente I'incidence du disque rotor et le coefficient de trainée
de profil de la pale. Le coefficient de trainée moyen du profil Gottingen 606 tel
que monté sur le KD1 est d’environ 0.0162.
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FIGURE 3.3 — Coefficients de déformation

La figure[3.3|représente les coefficients de deformation calculés au trois quart
du rayon de la pale. On remarque que les coefficients u0 et v1 qui sont les plus
importants sont surestimés. Dans la note [4] dont la déformée est un modele
linéaire, le coefficient v1 est trés bien estimé et le coefficient u0 est sous estimé.

Une augmentant de la rigidité de torsion conduit a diminuer v1l. On peut
alors chercher la valeur qui permet un bon ajustement de ce parametre. On
obtient : GJ = 12700 N.m? /rad.

49



0,8 {7
0,6 |
0,41
02l
0,0 1|
_0'2

5 04
0,6
08|
-1,0
.1'2
-1,4 |
=1,6 1)

0,0 | T — S N — - I
0,2 1}
0.4 |
-0,6 |
0,8 1|
> -1,0 1}
41,2 |
-1,4 1|
.1'6 &
.1'3 &
2,0 | . .

2,2 = P — T T— — [ — —
0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 0,22 0,24 0,26 0,28 0,30 0,32
mu

|—uD —ul —u2 \rl—\r2|

FIGURE 3.4 — Coefficients de déformation avec G'J = 12700 N.m?/rad

Le résultats est donné figure[3.4] On constate qu’avec cette valeur I’ensemble
des coefficients est parfaitement bien estimé.
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FIGURE 3.5 — Coeflicients de battement

La figure 3.5 représente les coefficients de battement du rotor. L’ensemble
des coefficients exceptés bl sont bien estimés. L’origine de erreur concernant le
coefficient bl est connue. Elle provient du fait que la vitesse induite est supposée
constante dans le présent calcul or une variation de celle-ci augmentant de
Pavant a 'arriere du rotor accroit le coefficient b1.

Il est intéressant de faire remarquer que la prise en compte de la torsion des
pales a peu d’effet sur les coefficients b1, b2, a2, une influence légere sur a0 et
une influence importante sur al (voir la note [3]).
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F1GURE 3.6 — Coefficients u0 et v1 en fonction du rayon pour mu=0.322

La figure [3.6] représente les deux coefficients de déformation les plus impor-
tants, u0 et v1 en fonction de rayon normalisé = de la pale pour p = 0.32.

Il est intéressant pour terminer de tracer la distribution des incidences sur le
disque rotor. La figure représente cette distribution obtenue avec le logiciel
GyroRotor pour 4p=0.32. On y remarque I'importance de la zone de décrochage
des pales (incidence supérieure & environ 12 degrés), phénomeéne qui n’est pas
modélisée dans cette étude comme cela a été indiqué lors de la revue des hypo-
theses (voir le chapitre [1.14)).

Bien que les résultats soient conformes aux mesures, les simulations sont
conduites ici au-dela des limites de la modélisation.
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e0e® GyroRotor
GyroRotor  File

| Data | Simulation | Derivatives [PEGERESSITTE]

Run

Roa values : 5 8 10 18 deg

180 deg

270

0 deg

FI1GURE 3.7 — Distribution des incidences des pales pour p=0.32

3.3 Test de validation en mode hélicoptere

La validation s’est porté sur le robinson R22 et a consisté a comparer le
diagramme de puissance calculé a celui du manuel de vol (voir le programme

HeliPerfos.java).

Les pales sont supposées infiniment rigides. Les caractéristiques du R22 sont

les suivantes :

e Poids, W 608 daN

e Longueur des pales, R 3.835 m

e Moment de battement de la pale, I 63.73 kg.m?
e Corde du profil, ¢ 0.183 m

e Nombre de pale, b 2

e Vrillage des pales, 0y -7 degrés

e Pente du coefficient de portance, a 5.7

e Coefficient de trainée du fuselage, SCp 0.49

e Vitesse de rotation du rotor, w 520 rpm

Le coefficient de trainée du fuselage a été calculé de maniere a ajuster la
puissance de trainée du fuselage a celle donnée par le diagramme du manuel de
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vol.

Le programme a consisté & calculer en fonction de la vitesse : 'incidence du
disque rotor, le pas au pied de pale et le coeflicient de trainée de profil de la pale
pour que la portance égale le poids, que la trainée du fuselage soit compensée
par la force motrice du rotor et enfin que la puissance de profil soit celle donnée
par le diagramme du manuel de vol. A partir de ces données, on peut calculer
la puissance de profil, la puissance induite, la puissance de trainée du fuselage
et la puissance totale. Pour prendre en compte la puissance débité par le rotor
de queue, 8 % de la puissance que fournit le moteur au rotor a été ajouté a la
puissance induite.

La courbe 3.8 donne le coefficient de trainée de profil des pales en fonction
de la vitesse.
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B'Bﬂz ............. ............. ............. .......... ............. ............. ‘ ............. ‘ ............. . .....
o001l S— — S— — S S— I S— A — -
0,000 : : : : i : : : : : i

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Speed kt

Fi1GURE 3.8 — Coefficients de trainée de profil des pales

La courbe de la figure [3.9 donne le diagramme de puissance avec les points
issus de celui du manuel de vol. Les résultats sont tés proches.
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FIGURE 3.9 — Diagramme de puissance

Enfin les deux courbes suivantes fournissent le pas au pieds de pale et 1'in-
cidence du disque rotor toujours en fonction de la vitesse.
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FI1GURE 3.10 — Pas au pied de pale
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FIGURE 3.11 — Incidence du rotor

3.4 Etude des coefficients de portance et de trainée

Considérons maintenant un rotor aux caractéristiques suivantes : b = 2,
R=4m,¢c=02m, 0py =0, g = 3 deg, I, = 64 kg.m? doté d’un profil
tel que a = 5.7 et § = 0.011. On ne consideére pas de déformation de torsion.
Tragons la polaire rotorique de ce rotor en utilisant le modele de vitesse induite
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de Shaydakov (voir le programme PolarAndDragCurves.java). On obtient la
courbe de la figure [3.12] Le coefficient de portance maximum vaut 1 pour une
tralnée équivalente.
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FI1GURE 3.12 — Polaire rotorique

Les deux figures suivantes comparent les valeurs des coefficients C'D et C'L
calculé avec le modéle de Froude (courbe bleue) et Shaydakov (courbe rouge).

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 &
Incidence (deg)

|— CL Shaydakov — CL Froude|

Fi1GURE 3.13 — Coefficient de portance
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On remarque que le modele de Froude sous estime la valeur des deux coef-
ficients des 30 degrés avec une erreur trés importante du coefficient de trainée
pour les forts angles d’incidence. Le modele de Froude ne peut étre utilisé pour
calculer la vitesse de descente verticale d’un autogire ou 'incidence est de 90
degrés.

La valeur maximum du C'L voisine de 1 est obtenue vers 45 degrés d’inci-
dence.
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FIGURE 3.14 — Coefficient de trainée
Enfin la courbe .15 représente ’évolution du parametre 7 en fonction de

Iincidence. On remarque que le rotor passe du mode moulinet frein au mode
turbulent (n=-2) autour de 35 degrés d’incidence
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FIGURE 3.15 — Etat de fonctionnement du rotor

3.5 Evolution des forces et moments en fonction de
’azimut

La courbe de la figure [3.16] montre 1’évolution de la force robotique axiale
d’une seule pale en fonction de 'azimut (voir le programme BladeForcesOve-
rAzimut.java).

On remarque que la force est minimale au niveau de la pale reculante (¢ =
270 degrés) et que cette force est supérieure a la moyenne dans toute la région
avancante et inférieure a la moyenne dans toute la région reculante. Toutefois
a cause des variations a deux fois la fréquence de rotation, la résultante n’est
pas maximale en position avangante (¢» = 90 degrés) mais & un azimut proche
de 180 degrés. Les variations autour de la moyenne sont d’environ +- 10 %.
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FIGURE 3.16 — Evolution de la force rotorique en fonction de ’azimut

La courbe représente la force dans le plan du rotor des deux pales.
L’axe x est la force latérale Y et I'axe y et la force longitudinale H. La figure
de cette courbe est parcourue deux fois par tour. Ces forces sont a ’origine des
vibrations ressenties dans le manche.
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FIGURE 3.17 — Evolution de la force dans le plan du rotor

Enfin la courbe de la figure suivante montre 1’évolution du couple rotorique
d’une seule pale en fonction de I'azimut (voir le programme BladeTorqueOve-
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rAzimut.java).

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360
deg

FIGURE 3.18 — Evolution du couple rotorique en fonction de ’azimut

La variation est quasiment sinusoidale. Le couple maximum est obtenu a

Pazimut 270 degrés (pale reculante) et minimum & lazimut 90 degrés (pale

avancante).
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Combined Fourier series
| > restart
Fourier series over pi .. 2*pi
> dy := dAO+dBl*si n(psi)-dA0*cos(2*psi)+dB2*si n(2*psi);
dy = dA0 + dB1 sin(y) —dA0 cos(2 y) +dB2sin(2 )
[ Fourier coefficient of combined series
> C0 := expand(1/2/Pi*int(dy,psi=Pi..2*Pi));
1 dB1

CO:= = dA0 — —
2 T

> Cl := expand(1/Pi*int(dy*cos(psi),psi=Pi..2*Pi));

Cli=-3 7=
> D1 := expand(1/Pi*int(dy*sin(psi),psi=Pi..2*Pi));
DI =—d31—§‘%0
> C2 := expand(1/Pi*int(dy*cos(2*psi), psi=Pi..2*Pi));
C2:= %%—EdAO
> D2 := expand(1/Pi*int(dy*sin(2*psi), psi=Pi..2*Pi));
1

D2 == dB2
2

Forces and moments computation

| > restart ;

> with(CodeCGeneration); with(linalg);

[C, Fortran, IntermediateCode, Java, LanguageDefinition, Matlab, Names, Save, Translate,
VisualBasic ]

[ BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol,
addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatrix, charmat,
charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyinto,
crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals,
eigenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal, exponential, extend, ffgausselim,
fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim, gaussjord, geneqns, genmatrix, grad,
hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod, intbasis,
inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve,
matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace,
orthog, permanent, pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, ratform, row, rowdim,

rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submatrix, subvector,

sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde, vecpotent,
vectdim, vector, wronskian |

;Elementary forces and moments
Flapping moment [Eq ]

@)

2

3)

(4)

()

(6)

@)



> dM = 1/ 2*rho*a*c*R*2*x*(t het a[ R] *UT*2+UP* UT) ;

1
M= 5 pachx(GR UT2+UPUT) ®)
[ Thrust [eq]
> d2L := 1/ 2*rho*a*c*R*(t het a[ Rl * UT*"2+UP* UT) ;
1 2
d2L:=§pacR(9R ur +UPUT) 9)

=Rear profile force [Eq ]
> d2Hp := 1/2*rho*del ta*c*R*UT*2*si n(psi) ;

d2Hp:=%p8cR UT sin(y) (10)
=Rear induced force [Eq ]

> d2H := -1/2*rho*a*c*R*((theta[ Rl *UT"2+UP*UT) * bet a( psi ) *cos(psi)
+(theta] R *UP*UT+UP"2) *si n(psi)) ;

d2Hi = % pacR ((eR UT* 4+ UP UT) B(y) cos(y) + (eR UPUT + UPZ) sin () ) (11)
=Lateral profile force [Eq ]
> d2Yp := -1/ 2*rho*del ta*c*R*UT"2*cos(psi) ;
d2Yp = % p&c R UT cos( ) (12)
=Lateral induced force [Eq ]

> d2Yi := 1/ 2*rho*a*c*R*(-(theta[ Rl *UT*2+UP* UT) *bet a( psi ) *si n(psi)
+(t het a[ R *UP* UT+UP"2) *cos(psi)) ;

o1 .
d2Yi:=— pacR ( (eR UT* + UP UT) B(y) sin(y) + (eR UPUT + UPZ) cos(y) ) (13)
[ Rotor profile torque [Eq ]
> d2Q = -R*x*1/2*rho*del ta*c*R*UT"2 ;
d20p = - % RxpdeUT (14)
=Rotor induced torque [Eq ]
> d2Q = 1/ 2*R*2*x*rho*a*c*(t het a[ Rl * UP* UT+UP"2) ;
.1
d20i :=§R2xpac<9R UPUT + UPZ) (15)
_Aerodynamic torsional moment [Eq |
> d2N : = 1/ 2*rho*R*c"2*(CnmrUT"2+a*| / c*(t het a[ Rl *UT*"2+UP* UT) ) ;
al(6,UT’+UPUT)

d2N = % PR | CmUT* + - (16)
=Propeller moment [Eq ]
> d2P : = -Omega™2*lcb*theta[ R ;
d2p:=-Q' Ich O, 17)
=Velocity component UP [eq ]

> UP : = R*Orega*(-nu*beta(psi)*cos(psi)+l anbda-x*di ff(beta(psi),




psi ) +x*g*cos(psi ) +x*p*si n(psi));

UP=RQ (—uB(w) cos(y) +A—x (di B(w)) +xqcos(y) +xp sin(\u)) (18)
| Y
_Velocity component UT [eq ]
> UT : = R*Orega*(nmu*sin(psi)+x) ;
UT:=RQ (usin(y) +x) (29

[ Pitch deformation [Eq ]

> nu = u0l*x+u02* x"2+u03* x"3+u04* x"4+u05* x"5+( ull* x+ul2* x*2+ul3*
x"3+uld* x"M4+ul5* x"5) *cos(psi ) +(v11*x+v12* x"2+v13* x"3+v14* x4+
v15*x"5) *si n(psi ) +(u21* x+u22* x"2+u23* x*3+u24* x*4+u25* x"5) *cos( 2*
psi ) +(v21*x+v22* x"2+v23* x"3+v24* xN4+v25* x"5) *si n( 2*psi ) ;

vi=ull x4+ u02 x* +u03x° +u04x" +u05x" + (ull x +ul2x* +ul3x’ +uldx’ (20)
+u]5x5) cos(y) + (v]]x—l—v]Zx2 +vI3x +v]4x4+v15x5) sin(y) + (u2l x
Fu22 X +u23° +u24x  +u25x°) cos(2y) + (v21x +v22x* +v23x° +v24x°
+v25x5) sin(2 )

Total blade pitch [Eq ]

> theta[R] := theta[ 0] +x*theta[ TW +nu,

0, =6,+x6,,+ullx+ u02 x> +u03 x> + u04 x* +u05° + (wll x +ul2 x* +ul3 x° (21

+u14x4+u]5x5) cos(y) + (v11x+v12x2+v]3x3 +v14x4+v]5x5) sin(y)
+ (uZ]x-l—uZ2x2 +u23 +u24x4+u25x5) cos(2 ljl) + (v2]x+v22x2 + 23 %

i +v24x" +125x°) sin(2 )

;Integration along the blade from x to B or x to 1

> dMR : = factor(int(dM x=0..B)):

dVRInv := factor(int(dM x=0..-nu*sin(psi))):
dL := factor(int(d2L, x=0..B)):

dLIinv := factor(int(d2L, x=0..-nu*sin(psi))):

dHp : = factor(int(d2Hp, x=0..1)):
dH := factor(int(d2H ,x=0..B)):
dYp := factor(int(d2Yp,x=0..1)):
dYi := factor(int(d2Yi,x=0..B)):
d@ := factor(int(d2Q, x=0..1)):

d@lnv := factor(int(d2Q, x=0..-nu*sin(psi))):
dQ factor(int(d2Q ,x=0..B)):
dQ Inv := factor(int(d2Q , x=0..-nu*sin(psi))):
dN':factor(int(dZNx:x B)):
dP := factor(int(d2P, x=x..1)):

Flapplng equation [eq]
> beta(psi) := a0-al*cos(psi)-bl*sin(psi)-a2*cos(2*psi)-b2*sin(2*
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psi) ;
B(w) :=a0 —al cos(y) — bl sin(y) —a2 cos(2y) — b2 sin(2 y)
[ Force normalisation coefficient [Eq 14]
> Kf = rho*b*c*R*"3*Onega2 ;
Kf=pbcRQ
_Torque normalisation coefficient [Eq 16]
> Kq := rho*b*c*R"4*Onega2 ;
Kqg:=pbc R 92

=Evaluation of blade velocity components
> UP := factor(expand(UP));

UP:=RQ (-pcos(y) aO—I—ucos(\u)za] + wcos(y) b1 sin(y) +2ucos(\|f)3a2
—ucos(y) a2 —I-Zucos(\p)zbZ sin(y) +A—xal sin(y) +xbl cos(y)
—4xa2sin(y) cos(y) +4xb2 cos(w)2—2xb2 +xgcos(y) +xpsin(y))

> UT := factor(expand(UT));

UT:=RQ (usin(y) +x)

[ Code generation : UT,UP

> Java([ ut =subs(sin(psi)=sinPsi,cos(psi)=cosPsi, UT), up=subs(sin
(psi)=sinPsi,cos(psi)=cosPsi, UP)], coercetypes=fal se, optim ze=

| true, output="GyroRotorFiles/UTUP.java");

| Angle of attack distribution over rotor disk

Case of no blade twist

> eq := aoa = theta[ O] +si nplify(UP/ UT) ;

+< -ucos(y) a0 +ucos(\|!)2a1 + wcos(y) bl sin(y)
wsin(y) +x

+2 ucos(w)3a2 —ucos(y) a2 +2 ucos(\p)zbZ sin(y) + A —xal sin(y)

eq ==aoa =0+

+x bl cos(y) —4xa2sin(y) cos(y) +4xb2 cos(\|/)2 —2xb2 +xqcos(y)

| +apsin(y))
> X := solve(eq,x) ;
X:=- (—aoa wsin(y) +sin(y) w8, —wcos(y) a0 —I—ucos(\p)zal +wcos(y) b1 sin(y)

+2ucos(\|l)3a2 —ucos(y) a2 +2ucos(\|l)2b2 sin(y) +7»>/(—aoa +6,
—al sin(y) + bl cos(y) —4 a2 sin(y) cos(y) +4 b2 cos(\|!)2 —2b2+qcos(y)

+psin(y) )
[ Code generation : aoa in case of no blade twist

sin(psi)=sinPsi, X)], coercetypes=fal se, out put =
"GyroRot or Fi | es/ ACAL. j ava");

> Java([ x=subs(theta[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW cos( psi ) =cosPsi ,

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)



Case of linear twist (theta[1]=theta[ TW]+u00+ul0+v10+u20+v20 ; only first order of pitch
deformation is taking into account)

> eq = sinmplify((aoa*UT-(theta[ 0] +x*theta[1])*UT - UP)/ R/ QOrega);
eq = aoa usin(y) + aoa x — sin(y) ne, —6,x —x 9, wsin () — 0, + wcos(y) a0 (29)

—ucos(\u)za] —ucos(y) bIsin(y) —2 },Lcos(w)3a2 +ucos(y) a2
—2ucos(\|f)2b2 sin(y) —A+xalsin(y) —xbl cos(y) +4xa2sin(y) cos(y)
—4xh2 cos(w)2+2xb2 —xqcos(y) —xp sin(y)
=> des : = discrimeq, x) ;
des:=-20 pcos(y) bl sin(y) —886, a2 sin(w)zcos(w) u+28, usin(y) g cos(y) (30)
—4917\,+qzcos(w)2—I—pzsin(\p)z— 16 bchos(\p)z—I—a]zsin(w)z—I—blzcos(\p)2
+16 b2 cos(y)" —2 aoa 8, +4 aoa b2 — 49,2 +6 | sin(y)”

+16a2° sin(w)2cos(\|f)2 +2 aoa al sin(y) —2 aoa bl cos(y) — 8 aoa b2 cos(w)2
—2aoa q cos(y) —2aoapsin(y) —286,al sin(y) +286,bI cos(y)

2 . :
+80,b2cos(y) +286,qcos(y) +26,psin(y) +4b2al sin(y) —4b2bI cos(y)

—4b2gcos(y) —4b2psin(y) —2al sin(\p)zp +8 bl cos(\p)3b2 +2 b1 cos(\y)zq
+8h2 cos(\p)Sq +2 g cos(y) psin(y) +8a2sin(y) cos(y) aoa

—8a2sin(y) cos(y) 6,48 a2 sin(\u)zcos(w) al —8 a2 sin(y) cos(\p)zbl

—32a2sin(vy) cos(\p)3 b2 4+ 16 a2 sin(y) cos(y) b2 — 8 a2 sin(y) cos(\|l)2q

—8a2 sin(\p)zcos(\u)p —2al sin(y) bl cos(y) — 8 al sin(y) b2 cos(\p)2
—2alsin(y) gcos(y) +2 b1 cos(y) psin(y) +852 cos(\p)zp sin(y)

+20, aoapsin(y) —26, 6, usin(y) +486 peos(y) a0—461ucos(w)2al
—86, peos(y) a2 +46, pcos(y) a2 — 40, b2 wsin(y) —26, wsin(y)’ al

+26, },Lsin(\y)zp + aod” +6§ +452°

> rl := coeff(eq, x"2) ;

rl:=-6, (3D
_> r2 := coeff(eq, x) ;
r2:=aoa — 6, — 0, usin(y) +al sin(y) — bl cos(y) +4 a2 sin(y) cos(y) (32)

| —4m2 cos(\p)2+2b2—qcos(\|}) —psin(y)
> X1 := (-r2 + sqrt(delta))/(2*r1);
X1 = - (—aoa +6,+ 0, usin(y) —al sin(y) + b1 cos(y) —4a2sin(y) cos(y) (33)

N | —

1
e1




+4 b2 cos(w)2—2b2 + g cos(y) +p sin(y) +\/§)
_> X2 := (-r2 - sgrt(delta))/(2*rl);

X2:= - (—aoa +6,+ 6, usin(y) —al sin(y) + bl cos(y) —4a2sin(y) cos(y)

N | —

1
9
+4b2 cos(\p)2 —2b2+qcos(y) +psin(y) —\/E)

[ Code generation : aoa with linear twist
> Java([del ta=subs(theta[ 0] =t hetaO, t heta[ 1] =t het al, cos(psi)=

cosPsi, si n(psi)=sinPsi,des), xl1=subs(theta[ 0] =t hetaO, theta[1]=
t het al, cos(psi)=cosPsi, sin(psi)=sinPsi, X1), x2=subs(theta[ 0] =
t het a0, t het a[ 1] =t het al, cos(psi ) =cosPsi, si n(psi)=sinPsi, X2)],
coer cet ypes=f al se, opti m ze=t rue, out put =" Gyr oRot or Fi | es/ ACA2.

| java");

:Thrust

[ Mean value over one rev, b blades

L2*P1)))

1 1 3 2 8 6 7
T=— L a e B (163840 1 vi5 + 516096 1’ vi3 + 229376 1 124
67737600 n< pac ( wvls+ wovis+ Hou

— 1204224 1’ 402 — 18063360 1’ b2 — 294912 1 w04 + 3010560 1" v11

— 15052800 &’ 6, + 860160 .’ 122 + 16934400 B 6, i’ 1 + 8467200 By&* b2 T

+ 8467200 B2 1” u01 10 + 2822400 B 1”105 1 + 5644800 B 1 vi4 1 + 8467200 B> up m
+ 4838400 B wvi5 T + 4233600 B* 1 103 1 — 2116800 B* 1 u23 1

— 1693440 B° 1’ u24 1 — 1411200 B® 1 u25 7 + 8467200 B> 0, m

— 2822400 B> 1” u22 10+ 11289600 B wvl1 1 + 5644800 B° 1 u02 1

+ 6773760 B wvi3 1 — 4233600 B\ u2l 1 + 8467200 B uvi2 n

+ 3386880 B 1 u04 10+ 8467200 1 A 1t + 88200 W vI4 T + 352800 1’ vi2 w
+705600 ' 121 1+ 132300 1 423 T + 44100 1 125 1 + 4233600 1 al T

— 2116800 1’ p 7t — 1058400 ' 0, 7 — 176400 n’ u03 1 — 1058400 ' u01 7

— 55125 1" w05 1 + 11289600 B® 0,7 + 6773760 B’ u02 1 + 8467200 B* u0l m

+ 4838400 B’ u04 1 + 8467200 B* 0, 1 + 5644800 B° u03 m + 4233600 B® u05 1

+ 16934400 B> xn) )

[ Define truncate function of power of mu

> T :=simplify(b/(2*Pi)*(int(dL, psi=0..2*Pi)-2*int(dLI nv, psi =Pi .

(34)

(35)



> truncate := proc(input, order)

| ocal res;

res : = subs(al=al*nu, bl=bl*nu, a2=a2*mu”*2, b2=b2*mu"2, sinplify
(i nput)):

res := subs(ulO=ulO*mu, ull=ull*nu, ul2=ul2*nu, ul3=ul3*nu, uld=
uld*mu, res):

res : = subs(v10=v10*nu, vl1l=v11*mu, v12=v12*nu, v13=v13*nu, v14=

v14*nu, res):
res := subs(u20=u20*mu”2, u21=u2l1* Mmu"2, u22=u22* mu”2, u23=u23*
mut2, u24=u24* mu”2, r es):
res : = subs(v20=v20*nmu"2, v21=v21*nu"2, v22=v22*nmu”"2, v23=v23*
mut2, v24=v24*mu™2, res):
res := expand(convert (tayl or(res, mu, order), pol ynon)):
res := subs(al=al/ nu, bl=bl/ nu, a2=a2/ nu"2, b2=b2/ mu"2, res):
res := subs(ulO=ul0/mu, ull=ull/nu, ul2=ul2/ nmu, ul3=ul3/ nu, uld=
uld/ mu, res):
res := subs(v10=v10/ mu, vl11l=v1l/ nu, v12=v12/ nu, v13=v13/ nu, v14=
v14/ mu, res):
res : = subs(u20=u20/ mu"2, u21=u2l/ nu"2, u22=u22/ mu"2, u23=
u23/ mu"2, u24=u24/ mu"2, res):
res : = subs(v20=v20/ mu"2, v21=v21/ nu"2, v22=v22/ mur2,v23=
v23/ mun2, v24=v24/ nu"2, res):
res ;
end proc;
truncate := proc(input, order)

local res;

res :=subs(al =mu*al,bl =mu*bl, a2 =mu"2*a2, b2 =mu”2 * b2, simplify(input) );
res = subs(ul0=ul0*mu, ull =ull *mu, ul2=mu*ul2, ul3=ul3*mu, u/4 =mu
*ul4, res);

res :=subs(vi0=vI0*mu,vil=mu*vil,vi2=vI2*mu, vIi3=mu*vi3, vi4=vI4*mu,
res);

res :=subs(u20 =u20* mu”"2, u2l =mu”2 *u2l, u22 =mu™2 *u22, u23 =u23 * mu"2, u24
=mu”2 *u24, res);

res :=subs(v20=v20* mu"2, v2I =mu”2 *v21,v22 =v22* mu”2, v23 =mu”2 *v23, v24
=v24* mu’2, res);

res .= expand(convert(taylor(res, mu, order), polynom) );

res :=subs(al =al/mu, bl =bl/mu, a2 =a2/mu”2, b2 =5b2/mu’2, res);

res = subs(ul0=ul0/mu, ull =ull/mu, ul2=ul2/mu, ul3=ul3/mu, ul4=ul4/mu,
res);

res .= subs(vi0=vI0/mu, vil=vIl/mu, vi2=vI2/mu, vIi3=vI3/mu, vi4=vI4/mu,
res);

res :=subs(u20 =u20/mu”"2, u2l =u2l/mu"2, u22 =u22/mu”2, u23 =u23/mu2, u24

(36)



=u24/mu”2, res);
res = subs(v20=v20/mu”2, v21 =v21/mu”2,v22 =v22/mu”2, v23=v23/mu’2, v24
=v24/mu”2, res);

res

| end proc
Thrust coefficient
> CT :=truncate(T/Kf,5); T := Kf* CT'
CTZ—ausz+—auB vl5+—auB u02+ auB uO]-I-gauB u0s 37)
—auBZG auBG+1auB4u03— auB u25 + — auBu04
T 4 16 48 20

—I—%au Bb2+gapB3v11+§auB4v12+—au35v13+iau36v14

—%au B2u21—2—auBu22—3—auB u23—4—auB u24+%aB 0,
1 1 1 7 | R 1

6 | 8
— B 2 4+ — B I+ —aB —aB —aB —aB
+10a u0 +8a u0 +14 u04+8a eTW+12a u03+16a u05

2 a4l 8,y

1 B 1 2 1 3 1
+ = + = - — - — = = 1
4@ A Sauk 35 AH P . ap 6., — 64auu0

1
— 1
+16aua

[ Functions to get terms ordered
> ex1l := proc(r)
gl obal input;
| ocal res;
res: =expand(coeff (input,r))*r;
i nput:=sinplify(input-res);
res,;
end proc;
exl ;= proc(r) (38)
local res;
global input,
res .= expand(coeff (input, r) ) * r; input := simplify(input — res); res
| end proc

> ex2 := proc(r,rank)

| ocal i,res;
gl obal input;
res := 0;
for i from1l to rank do
res :=res + expand(coeff(input,r||i))*r|]|i;
od;

i nput:=sinplify(input-res);



res;
end proc;
ex2 .= proc(r, rank) (39
local i, res;
global input,
res :=0;
for i to rank do res :=res + expand(coeff (input, r||i)) * r||i end do;
input == simplify(input — res);
res
| end proc
[CT Terms
| > input = 2*CT/a:
> ex2(u0, 5);ex2(ul,5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
(iBZuZ—FiB“—%z u4) w0l + (éBSP‘ZJF%BS) o2 + (%B4u2+é86) 103
+ (% B+ % 37) w04 + (é W BC+ é BS) w05
0
1 3 1 4 1 5 1 6 1 7
gB },LV11+ZB LLV]2+§B }LV]3+EB ]J,VI4+;B uvis
—%Bzuzuﬂ - i B u22— 11—6 B w23 — %Bﬁﬁm— i W B u2s
0 (40)

=>»exl(p);exl(q);exl(lanbda);exl(theta[O]);exl(theta[TV\I);exl(aO);
exl(al); ex1(bl);ex1l(a2);ex1l(b2);

(leu—1—16u3)p

B b2 (41)

> i nput;

Y VoY



i 0 42
[ Periodic component of thrust

| > TP : = b*conbi ne(dL/Kf,trig):

| > TP1S : = coeff (TP, sin(psi)):

> TP1C : = coeff (TP, cos(psi)):

| > TP2S : = coeff (TP, sin(2*psi)):

| > TP2C : = coeff (TP, cos(2*psi)):

| Rear force

Profile mean value over one rev, b blades
> Hp := b/ (2*Pi)*int(dHp, psi =0..2*Pi) ;

Hp:=ibp5cR3£22u 43)

=Proﬁle coefficient
> CHp := sinplify(Hp/Kf);

CHp = i S (44)
[ Induced mean value over one rev, b blades
| > H = sinplify(b/(2*Pi)*int(dH, psi=0..2*Pi))
[ Induced coefficient
| > CH = truncate(H /Kf,5): H := Kf*CHi:
CHi Terms

[ > input = 2*CH /a:

> ex2(u0,5);ex2(ul,5);ex2(vl, 5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
13 Ll 1 1 3 s 13
(4Bub2 < B'p 432M+4Ba1)u01+(163ub2 G Bp— ¢ Buk
1,5 3 5 N T e 1 .6 1 6
+5Ba])u02+(203pb2 B SBM+6Ba1)u03+(SBub2

A1 s 1 3 7 I S I S
14Bp IOBuX+7Ba])u04+(2SB},Lb2 16Bp 1zBu7L

+%Bga1)u05

14 3 oo, 1 3 355 51 5 0 1 4
(SBa0+16Ba2 24qu3)u11+(203a2 1OBaO 32qu3)u12

Lpo s Lps g L 5 3w Lpw-L up
+(8Ba2 12BaO 4Otu)u]3+(nga2 14Ba0 48tu)u]4

1 7 1 .3 3 .8
L ouB — L B0+ 2 B a2 uis
+( 56 14 16240+ 3; “)”

L 13, 3 4 3

< Bup 6Bk+16Bb2)v11+( > Blup+
+i/95bz)v12+(—iB5 +Lp a1+lB6b2—i35x)v13+(
20 40 > P TP M g 10

1 4 1 4
— B l——-8B
g B ha g A

(éB3ua]—

I NG 1 56 _ 1 3 7 3 7 1 7
16Bup—|—123ua1 128k+28Bb2)v14+( 56Bup+14Bua1




3 8,1
+32Bb2 14B7u)v15
(132 r+ L gt ju21+(i33 At L B )u22+(i34 ot L o )u23
g o AT g2 P P HAT PP 167 MAT PP
1 s 1 7 L 1 6 1 8
+(2OBMX+2ng)u24+( 14Bub2+24Bu7L+32Bp)u25
1 3 1 4 1 4 1 5 |
-— B ——qB'|v2i+|-—B ——qB |v2+|-=-B
(12 nal 164 )v +( 16 nal 20 4 )v +( 20 nal (45)
L g _ L ops _ A g A 7
B q)v23+( 23 Bna0— 0 B q)v24+( 2 Bna0+ 7 B ua2
1o
3qu)v25

=> ex1(p); ex1(q); ex1(lanmbda); exl(theta[0]);ex1l(theta[ TW); exl(al);
exl(al); ex1(bl);ex1(a0”2);ex1l(al”r2);exl(a2);exl(b2);

le 1 4 1 3 1 2 S .3
- = I—-B'e —_B6 —~Br+>Bh
(16 Wal = ¢ B O, = ¢ B0, =5 BA+ 15 b)p
(—11—6Bzub1+15—233a2—é33a0)q
1 1 1 2 3 2
(_ZBHbZ_EBGOM_ZB MGTW—FzBa])}\.
(%Bzub2+%33al)eo
L+ Lptar)o
g BHbet Bral O,
1 _ 1
( 2Bua2 6Bb])a0
—iB3a1b2
1 .3
ZBb]aZ
iBzuaO2
%Bzualz
0
i 0 (46)
> input;
0 @7

[ Periodic component of rear profile coefficient

| > HpP := b*combi ne(dHp/ Kf, trig):
| > HpP1S : = coeff(HpP, sin(psi)):

| > HpP2C : = coeff(HpP, cos(2*psi)):
Periodic component of rear induced coefficient




> H P := b*conbi ne(dHi / Kf,triqg)
> H P1S : = coeff(H P,sin(psi)):
> H P1C : = coeff(H P,cos(psi)):
> Hi P2S : = coeff(H P,sin(2*psi)):
| > Hi P2C : = coeff(H P, cos(2*psi)):
Lateral force

Proﬁle mean value over one rev, b blades
> Yp := b/ (2*Pi)*int(dYp, psi =0..2*Pi)

Yp:=0
[ Induced mean value over one rev, b blades
| > Yi = simplify(b/(2*Pi)*int(dYi, psi=0..2*Pi))
[ Induced coefficient
| > CYi = truncate(Yi/Kf,5): Yi = KI*CVi:
CYi Terms

[ > input @= 2*CYi/a:
> ex2(u0,5);ex2(ul,b5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);

4 2

1

(éqB4—lBsua2+lB4b1—lB3ua0+iBzu2b1j 01+(1 B+ - B bl

10 7

1 3 3 1
+ BWbl— 2 Bua BuaO)u02+(lqu+6BbI—l—SBubJ
3 3 1 1 Lops 2,0 16
IOBHO 203ua2)u03+(148q+73b1 1OB},Lb] 4Bua0
~ Lo azju04+(LB e LB er— 2 Buao
g~ M 16° 973 TR 147 M
3
— = B ua2
73 ua)u05
(13x+ B'b2+ 1 BPual + - B )u11+(iBSb2+lB47»+lB4 al
6 16 60 MU T B Hp 20 8 g~ M
1 1 1 1 3
+32Bup)u12—|—(8Bb2+10Bk+lOBua1+4OBup)u13—I—(28Bb2
1 1 3
+12B7L+123ua1+4 BMp)u14+(32Bb2+14Bk+14Bua]
1 1
+56Bu + 52 Bubz)
1 1 _3 1 L s
(3pr1+2 B g BzuaO 163 a2 8Ba0)v11+( g B a0
1 1 3 3 s 1 1
+ 55 auB + o Brubl— < BuaO——Ba2)v12+(——B a0+~ B ubi

1

32
1 4 1 s 1 6 1 6 1

— B 20 IMB =g Boa2 | vi3+ | B'ubl —
2 ua0+4oqu 2 a)v3+(6 nb 10

20 12

10 3 R S R
143a0 283a2)v14+( 123ua0+7Bub1 2

5

5

Bu 2—|—1

56

B5u2a0+Ltu6

7
B g

(48)



1 3
Bba0— = B%a2 | vi
16 al 0 a)v5
(IB a0 + - B)u21+(i B+ L gt a0)u22+(1B a0 + - B° )u23
ot 16 ¢ 20 ¢ 16> M 20° M 247 41
1 1 1 1 602 3 7
+(28Bq+2Bua0)u24—|—(3qu 24Bub1+28Bua2

1
+ 73 B uaO) u25

( Bzux+—Bp)v21+(iB u7\.+—Bp)v22+(116B uA+ —

= n ) 123 (49)

24
1 N R I

+(2OBH7L+28 p)v24+(288ub2+24Bu7\,+24Bua1

1

— B 2

+32 p)v5

_> ex1l(p);ex1l(q);exl(lanbda); exl(theta[0]);exl(thetal TW);ex1l(a0);
exl(al); ex1(bl);exl(a2);exl(b2);
5 S 2up L g
( 12Ba2—|—16Bubl 6Ba0)p
1

(13 0. +1BPNt B b2—|——B2ua1—|—6

g~ Tw ) 12 Be)

(§32b1+—3ua2—33ua0)x

(%Bu 1——Bzu 0—33 ua2+;B3b1)90
1 .22 1 _l 1 4
(4Bub1 2Buo Bu2+4Bb1)eTW
(lB3a]—leub2—Bua1)a0
6 2
1 13
(4Bzub]+4Ba2)a]
13
4B bl b2
0
i 0 (50)
> input;
0 (51)

=Periodic component of lateral profile coefficient

| > YpP := b*conbi ne(dYp/Kf,trig)

| > YpP1C : = coeff(YpP, cos(psi)):

| > YpP2S : = coeff(YpP, sin(2*psi)):
Periodic component of lateral induced coefficient
| > YiP 1= b*conbine(dYi/Kf,trig)

| > YiP1S = coeff(YiP,sin(psi)):



| > YiP1C : = coeff(YiP, cos(psi)):

> YiP2S 1= coeff(YiP, sin(2*psi)):

| > Yi P2C : = coeff(Yi P, cos(2*psi)):

;Rotor torque

Profile mean value over one rev, b blades

> Q = sinplify(b/(2*Pi)*(int(dQp, psi=0..2*Pi)-2*int(dQl nv, psi =
Pi..2*Pi)));

Qp:=ébR4p5092<—8—8u2+u4) (52)

=Profile coefficient
> CQp :=simplify(Qn/Kqg);
1 2 4
COp:= 7 8(-8 =8y +y) (53)

[ Induced mean value over one rev, b blades

> Q :=sinmplify(b/(2*Pi)*(int(dQ,psi=0..2*Pi)-2*int(dQ I nv, psi =
Pi..2*Pi))):

[ Induced torque coefficient. Force dependency of mu

| > CQ = truncate(Q/Kg,5): Q = Kg*CQ:

CQiterms

[ > input = 2*CQ/a:

> ex2(u0,5);ex2(ul,b5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);

I luB4p+$u2B3b2+iu4k)u01+(lBSX+LuBSp

1 4
(437”—8 32 5 10

1 2

1 1
16 M

6

6 1 6 1 2.5 1.7 1 7
+ B?»—i—lzp,Bp-I-ZOLLBbZ)u03+(7B7»+14qu

B4b2)u02+(
1 2.6 18 18 1 2.7
+24uBb2)u04+(83 k+16qu+28uBb2)u05

L e 1 32 1 s 1 g6 16
(lqu ¢ B'nao 16Bua2+24Bub1+loBb])u]1+(12Bb1+12Bq

1 g Ao 2, 1S 1 1 52
o Baz+ 55 B bl 103ua0)u12+(143b1+403ub1

1 6 _ 1 6 1 7 1 .8 1 .3 1 6 2
24Bua2 128ua0+14Bq)ul3+(l6BbI+168q+488ub1
L ghw-L g az)u14+(i39b1+i37 251 — L B uao
147 M g oK 18 56 0 M 16° M
RS
32B uaZ—i—lgB q)u]5
1 s 1 4 1 32
L, Lpurr+ L Bulal
(10 P g B b2t Balt
_ 1
20
1 52 [ S R U 1.8 1 62 0 1 7
+40Bua1+14Bp 14Ba1)v13+(163p+483ua1 283}1[72

Lo Lo 1

GBp,?» 103a1)v]1+( 12Ba]

Bub2+ - plal+ 2 Brun+ = B° )v12+(i35 A— L BSyup2
HooT 3 P K g - MAT PP 1070 HAT 4 P K




Loge L og8 1o 13 1 7 1 72
+12Bu7» 16Ba1)v]4+(183p 3zBub2+14Buk+56Bual

—iB9a1)v15

18
(13“ al — L g +1195192)u21+(i35 al — 2 1B +1B6b2)u22
g P MU T g B P T 10”7 HH T B P T

1.7 1 L 6 18,5, 1 7
+(7Bb2+123ua1 24qu)u23+(SBb2 28qu
1

1 7 1 9 1 3 I S
+14Bual)u24+(93b2+163ua1 32qu)u25

(—%BsaZ—l—%BA‘ub]+1L6B4pq—éB3u2a0) v21 + (—éB6a2+11—OBSubI (54)
+iB5uq—iB4u2a0) V22 + (—137a2+i36ub1+i36qu
20 16 7 12 24
—%thw) V23 + (iBHLbI—iB6u2a0+§87qu—é38a2) v24+(
—139a2+i38ubz—iB7u2a0+ingu) V25
9 16 28 32

_>»exl(p“2);exl(p);exl(qAZ);exl(q);exl(IanbdaAZ);exl(Ianbda);exl
(a2n2); ex1(a2);ex1(a0”"2);ex1l(a0l);exl(al”2); exl(bi”2); exl(b2"2);

ex1(b2);
S 4.1 4y 2
(64“+83)p
u'e
470 1 1.3 1 3 1 1 3
[ 5 . 4—8 B MGTW+—6.B u904—6_B wb2 4_B a14—4_u k]p
14 1 4 2
(64“+83)q
g wao 1 | |
8 1.3 13 1 4
[45 . +6Bua2 3Bua0+4Bb1]q
1 12,2
(2 4“)7”
)
1 4 1 » 1 4 1 3 2 0 3 3
= ~ Bual + - B ~ B 2 _2al
[32”9”4’—'—2 wa +4 GTW+3 90+9 . Sua]k
%B46122
Lo 1
(4Bzua0 6Bub1)a2
Lp2 1 &) o
(43“ 16“)“0

—%B3ua0b1




g, 3 20
(g5 + 167 )
14 1 2
(8B+132u)
1 4,52
2BbZ
Lpg 2 120 1
_ (8Bzeou + S BWe,+ B ua])bZ (55)
> input;
0 (56)

[ Periodic component of rotor torque profile coefficient

| > QP 1= b*conbi ne(dQ/Kqg, trig)

| > QP1S : = coeff(QP, sin(psi)):

| > QpP2C : = coeff(QP, cos(2*psi)):

Periodic component of rotor torque induced coefficient

| > QP 1= b*conbine(dQ /Kqg,trig)

| > Q P1S := coeff(Q P, sin(psi)):

| > Q P1C : = coeff(Q P, cos(psi)):

> Q P2S = coeff(Q P, sin(2*psi)):

| > Q P2C : = coeff(Q P, cos(2*psi)):

Aerodynamlc torsional moment

| > N = sinplify(1/(2*Pi)*int(dN, psi=0..2*Pi)):

Propeller moment

[ > P = sinplify(1/(2*Pi)*int(dP, psi=0..2*Pi)):

Code generation : CQp, CQi

> Java([ cgp=subs(theta[ 0] =t het a0, t heta[ TW =t het aTW CQp) , cqi =subs
(theta[ 0] =t het a0, t heta] TW =t hetaTW CQ )], coer cet ypes=f al se,
opti m ze=true, out put ="GyroRotorFi | es/ CQ java");

[ Code generation : CT

> Java([ct=subs(thetal 0] =thetaO,thetal TW=thetaTWCT)],
coer cet ypes=fal se, opti m ze=t rue, out put =" GyroRotor Fi | es/ CT. j ava")

[ Code generation : CHp, CHi, CYi

> Java([ chp=CHp, chi =subs(t het a[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t hetaTW CHi ) ,
cyi =subs(theta[ 0] =t het a0, t het a| TW =t het aTW CYi ) ], coer cet ypes=

| false,optimze=true, output="GyroRotorFiles/CHCY.java");

Code generation : N

> Java([ nx=subs(theta[ 0] =t het a0, t het a] TW =t het aTW dN) ] ,

| coercetypes=fal se, optim ze=true, out put="GyroRotorFiles/N. java");

Code generation : P (Propeller moment)

> Java([ px=subs(thetal 0] =t hetaO, theta[ TW =t hetaTW dP) ],
coer cet ypes=fal se, opti m ze=true, out put ="GyroRotor Fi | es/ P. java");



Code generation : TP1S, TP1C, TP2S, TP2C

> Java([tplS=subs(thetal 0] =t hetaO, t heta[ TW =t hetaTW TP1S),tplC=
subs(thet a[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW TP1C) , t p2S=subs(t heta[ 0] =
t het a0, t het a[ TW =t het aTW TP2S) , t p2C=subs(t het a[ 0] =t het a0, t het a
[ TW =t het aTW TP2C) ], coer cet ypes=f al se, opti m ze=t r ue, out put =

| "GyroRotorFiles/TP.java");

Code generation : HpP1S, HpP2C

> Java([ hpP1S=subs(t het a[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW HpP1S) , hpP2C=
subs(thet a[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW HpP2C) ], coer cet ypes=

| false,optimze=true, out put="GyroRotorFiles/Hp.java");

Code generation : HIP1S, HiP1C, HiP2S, HiP2C

> Java([ hi P1S=subs(t het a[ 0] =t het a0, t het a]| TW =t het aTW Hi P1S) , hi P1C=
subs(thetal 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Hi P1C), hi P2S=subs(t het a
[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Hi P2S) , hi P2C=subs(t het a[ 0] =t het a0,
t heta| TW =t het aTW Hi P2C) ], coer cet ypes=f al se, opti m ze=true,
out put ="GyroRotorFi |l es/ Hi .java");

[ Code generation : YpP1C, YpP2S

> Java([ypP1C=subs(theta[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW YpP1C) , ypP2S=
subs(t het a[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW YpP2S) ], coer cet ypes=

| false,optimze=true, out put ="GyroRotorFil es/Yp.java");

[ Code generation : YiP1S, YiP1C, YiP2S, YiP2C

> Java([yi P1S=subs(theta[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Yi P1S), yi P1C=
subs(thet a[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Yi P1C), yi P2S=subs(t het a
[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Yi P2S) , yi P2C=subs(t het a[ 0] =t het a0,
t het a] TW =t het aTW Yi P2C) ], coer cet ypes=f al se, opti m ze=true,

| output="GyroRotorFiles/Yi.java");

| Code generation : QpP1S, QpP2C

> Java([ gpPlS=subs(t heta[ 0] =t het a0, t het a]| TW =t het aTW QP1S) , qpP2C=
subs(thetal 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW QP2C) ], coer cet ypes=

| false,optimze=true, out put ="GyroRotorFiles/ Q.java");

[ Code generation : QIP1S, QIP1C, QiP2S, QiP2C

> Java([ qi P1S=subs(theta[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Q P1S), qi P1C=
subs(thet a[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Q P1C), qi P2S=subs(t heta
[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW Q P2S), qi P2C=subs(t het a[ 0] =t het a0,
t heta] TW =t het aTW Q P2C) ], coer cet ypes=fal se, opti m ze=t rue,

| output="GyroRotorFiles/Q .java");

| Compute torsional deformation coefficient

[ Total integral torsionnal moment

| > NP = int(dN+dP, x=0. .x):

[ > NP = conmbine(NP, trig):

Deformation equation
> DP = K*nu- NP:
> DP : = subs(cos(psi)=cpsi, sin(psi)=spsi,cos(2*psi)=c2psi, sin(2*




psi ) =s2psi, cos(3*psi) =0, sin(3*psi)=0, cos(4*psi) =0, sin(4*psi) =0,
. DP):
| > DP = subs(x"6=0, x"7=0, x"8=0, x"9=0, DP) :
Define matrix to solve linear system
> m:= Mtrix(25, 25);
25 x 25 Matrix
- Data Type. anything 57)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> n := Vector(25);
1..25 Vector

column

Data Type: ]
. ata Type: anything (58)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

[ Torsional inertia force for plotting

> S = Onega™2*lcb*((ull*x+ul2*x"2+ul3* x"3+uld* x"4+ulb*x"5) *cos
(psi) +(v11*x+v12*x"2+v13*x"3+v14* x"N4+v15* x"5) *si n(psi ) +4* (u21* x+
U22* X" 2+u23* X" 3+u24* x"4+u25* x"5) *cos( 2*psi ) +4* (v21*x+v22* x" 2+
Vv23* XN 3+v24* xN4+v25* x"5) *si n( 2*psi ) ) ;

S:= Qzlcb ((ullx+ ul2x* +ul3x +uldx* +ul5x’) cos(y) + (vi1x FvI2x I3y (59)
+vidxt +v]5x5) sin(y) +4 (u21 x +u22 X +u23 % +u24x* +u25x5) cos(2 )

i +4(v2]x+v22x2+v23x3—I—v24x4—|-v25x5) sin(2 y) )

;Flaping equation

| > unassign(' beta(psi)");

> A :=diff(beta(psi),[psi$2])+beta(psi) + 2*g*sin(psi)- 2*p*cos
(psi) ;

Fe
L sz
[ Two orders Fourier series [Eq]
> beta(psi) := a0-al*cos(psi)-bl*sin(psi)-a2*cos(2*psi)-b2*sin(2*

psi) ;
i B(y) :=a0 —al cos(y) — bl sin(y) —a2cos(2y) —b2sin(2y) (61)
> AP : = subs(cos(psi)=cpsi,sin(psi)=spsi,cos(2*psi)=c2psi, sin(2*
psi ) =s2psi, A);
i AP =3 a2 c2psi +3 b2 s2psi + a0 + 2 q spsi — 2 p cpsi (62)
[ Fourrier coefficient of nominal flow
| > dMR1 : = conbine(dMR trig):

A= B(y) +B(v) +2gsin(y) —2pcos(y) (60)




> dMR1 : = subs(sin(3*psi)=0, cos(3*psi)=0,sin(4*psi)=0,cos(4*psi)=
0, si n(5*psi ) =0, cos(5*psi ) =0, si n(6*psi ) =0, cos(6*psi) =0, sin(7*psi)
=0, cos( 7*psi ) =0, si n(8*psi ) =0, cos(8*psi ) =0, si n(9*psi ) =0, cos(9*
psi ) =0, si n( 10*psi ) =0, cos(10*psi ) =0, si n(psi ) =spsi, cos(psi ) =cpsi,

| sin(2*psi)=s2psi, cos(2*psi)=c2psi, dMRL):

> Al := coeff(dMRL, cpsi): Bl := coeff(dMRL, spsi) : A2 := coeff

| (dMRL, c2psi) @ B2 := coeff(dMRL, s2psi)

[ > A0 : = sinplify(dMR1- Al*cpsi - Bl*spsi - A2*c2psi - B2*s2psi ) :

[ Fourrier coefficient of reverse flow

| > dMR2 : = conbine(-2*dMRInv, trig):

> dMR2 : = subs(sin(3*psi)=0, cos(3*psi)=0,sin(4*psi)=0,cos(4*psi)=
0, si n(5*psi ) =0, cos(5*psi) =0, sin(6*psi) =0, cos(6*psi)=0,sin(7*psi)
=0, cos( 7*psi ) =0, si n(8*psi ) =0, cos(8*psi ) =0, si n(9*psi ) =0, cos(9*
psi ) =0, si n(10*psi ) =0, cos(10*psi ) =0, sin(1l1l*psi) =0, cos(1ll*psi) =0,
si n(psi ) =spsi, cos(psi)=cpsi,sin(2*psi)=s2psi, cos(2*psi)=c2psi,
dVR2) :

> dAl : = coeff(dVR2,cpsi) : dBl := coeff(dVR2,spsi) : dA2 := coeff

| (dMR2,c2psi) : dB2 := coeff(dVMR2, s2psi)

| > dAO := sinplify(dVR2-dAl*cpsi-dBl*spsi-dA2*c2psi - dB2*s2psi ) :

| Combined fourier coefficient

| > C0 = AO0-dBl/Pi +(1/2)*dA0:
| > Cl 1= Al-(4/3)*dB2/Pi:
| > D1 := Bl+(1/2)*dBl-(8/3)*dA0/Pi:
| > C2 = A2-(1/2)*dA0+(2/3)*dBl1/Pi:
| > D2 1= B2+(1/2)*dB2:
> dMRc : = (C0+Cl*cpsi +D1*spsi +C2*c2psi +D2*s2psi )/ |1 b/ Orega”?2 :

=Gamma is the Lock number [Eq ]
> |Ib := rho*a*c*R"4/ Ganma ;

Ih:= (63)

| > dMRc @ = truncate(dMRre, 5):
Code generation : dMRc
> Java([ Mk=subs(t heta[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW dVRc) |,
| coercetypes=fal se, optim ze=true, out put="GyroRotorFiles/Mjava");
Flapping moment coefficient
[ > input = sinplify(coeff(2*dVMRc/ Gamma, cpsi)):
| > residual = input*cpsi:
> ex2(u0,5);ex2(ul,5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
0
(%BH%J?) ull + (éB6+1L6u2B4) ul2 + (%B7+% uzBs) u13+(

BS

1
8



1206 1o, 1 27
+24u3)u14+(93 +28u3)u15

0
0

é wBv23 + % wB v24 + é wBtv2s (64)

=>»exl(p);exl(q);exl(lanbda);exl(a2);exl(b2);ex1(theta[0]);exl
(theta[ TW); ex1(a0);exl(al);exl(bl);

i wB 21 + % WB v22 +

(l sz2+13“) bi (65)
i 8 4
| > input = sinplify(coeff(2*dMRc/ Gamma, spsi)):
| > residual := residual + input*spsi
> ex2(u0, 5);ex2(ul,5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
% wB uol + % wB u02 + % wB®u03 + % wB’ uo4 + i w Bt uos

0
1 2.3 1 3 1 3 2.5 1 7 1 2 56
B+ < B il B+ B\ vi24 (2 B+ =B | vis+ (< B
(4“ 5 )V +(16“ T ) +(20“ *3 )V3+(8”
+éB8)v14+( 8;,LB + = B)

—i wB*u2l — g WB u22 — c L Bou2s — % wB u24 — % uB®u2s
0 (66)

=>-exl(p);exl(q);exl(lanbda);exl(a2);exl(b2);ex1(theta[0]);exl
(theta[ TW); ex1(a0);exl(al);exl(bl);



;>»input = sinmplify(coeff(2*dVRc/ Ganma, c2psi) ) :
| > residual := residual + input*c2psi:
> ex2(u0,5);ex2(ul,5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
é B u0l — é W B u02 — % W B u03 — % W B u04 — ﬁ o’ B u05
0
1 4 1 5 1 6 1 7 1 8
—ZuB\dL—guB\UZ—guB\di—;uB\d4—§uB1d5

1 2.3 1 5 1 2.4 1 6 1 2.5 1 7 1 2 ¢
- u B - B 21 —u B - B 22 — u B - B 2 — u B
(6LL +—5 )u +—(8Ll +—6 )u +—(10LL +—7 )u 3+—(12u
1 3 1 2 7 1 o
— B 2 —u B — B 2
+8 )u4+(14u +9 )u5

0

=>exl(p);exl(q);exl(larrbda);exl(aZ);exl(b2);exl(theta[O]);exl
(theta[ TW); ex1(a0);exl(al); exl(bl);

4
Lo
[ 6 "7 T3 n)p

(67)

(68)

0N



0
;>»input = sinplify(coeff(2*dMRec/ Ganma, s2psi)):
| > residual := residual + input*s2psi:
> ex2(u0,5);ex2(ul,5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
0
1 4 1 5 1 6 1 7 1 3
~uWBull+—-puB ul2+—-uB ul3+ - uB ul4d+ - uB uls
4 5 6 7 8
0
0
12, 1 120, 1 g 125 1 1 26
(6uB+SB)v2]+(8uB+6B)v22+(10uB+7B)v23+(12uB

1.8 1 27 19

_ 8B)v24+(14u3+93)v25

> ex1l(p);ex1(q);exl(lanbda); exl(a2);exl(b2);exl(theta[0]);exl
(theta[ TW); ex1(a0);exl(al);exl(bl);

0

_|_

1 3
- uB

6 wo" g
0

B4 a2

1
2

0
0
0
1 4 1 2
(24Ll 432“)“0
0

1 3
—uB bl
s HBD

[ > input := sinplify(sinplify(2*dVRe/ Gammm) - residual):
> ex2(u0,5);ex2(ul,b5);ex2(vl, 5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
12 1 1o 1 12 L 12
(6uB+5B)u01+(8uB+6B)u02+(10 B+7B)u03+(12uB
I

1 2.7 9
—u B - B
14u +9 )u05

+%Bg)u04+(
0
1 4 1 5 1 6 1 7 | 3
ZLLBV]]-Fg}J,B v]2+gqu13+§qu14+§p,Bvl5
L - L et L s — L BBtuoe— L 2R
17 W B ull T B u22 20 W B u23 A W B u24 o8 M B u25
i 0
> ex1l(p);ex1(q);exl(lanbda); exl(a2);exl(b2);ex1(theta[0]);exl

(69)

(70)

(71)

(72)



(theta[ TW); ex1(a0);exl(al);exl(bl);

4
1 35U
[6“3 48 n]p

0
1 3 1 LL3
[5 B+ Z ;] A
0
%J#w
(iBzuz—%z },L4+ 411 B4) 9,
1 2 1
(g B3 + g BS) eTW
0
0
i 0 (73)
[ Final flapping equation
| > AP 1= AP - dMRc:
Sine and cosine coefficient
> Aspsi := coeff (AP, spsi): Acpsi := coeff (AP, cpsi): As2psi :=
| coeff (AP, s2psi): Ac2psi := coeff (AP, c2psi):
[ Constant term
> Acst := sinplify(AP-Aspsi *spsi-Acpsi *cpsi-As2psi *s2psi - Ac2psi *
| c2psi):
Flapping coefficient equations
> eql := Acst =0 : eg2 := Aspsi =0 : eq3 := Acpsi =0 : eg4 :=
| As2psi =0 : eg5 := Ac2psi = O
Solution
| > solve({eql, eq2, eq3}, {a0, al, bl})
| > assign(9% ;
[ Code generation : a0, al, bl
> Java([ gaO=subs(theta[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW a0) , gal=subs
(theta[ 0] =t het a0, t het a]| TW =t het aTW al), gbl=subs(t het a[ 0] =t het a0,
theta] TW=t hetaTW bl)], coercetypes=fal se, opti m ze=true, out put =
|  "GyroRotorFil es/alalbl.java");
_Conning angle
> expand(a0) ;
L B vIS + L TR p+ L T B0+ —= T B w05 + - T B u03 (74)
16 12 8 0" 28 20

+ L rBe, + T B w04+ = T B w0l + - Tl B w02 — -

12 w4 12 16 56 | B B u2s




+ﬁr3 u03+%1"3 w04 + = T B u05 + = T B w0l + LT B0+ L T BYe,

18 10 6 8
3
1 1 1 TuwA 1 5 Fup 1 2
—TB — TBu02 + - ——T -2 Bl TUW Bk
TP B Oyt TB w2+ — =~ u'o, % 1 16 b
+1FuB v11+1i1“u3 v]2+él“uB v13+iFuB vid— T Bu2l
| | |

32ru3 22—4—0ru3 23—4—ru3 u24

;> input := sinplify(2*a0/ Gamma) :

> ex2(u0,5);ex2(ul,b5);ex2(vl, 5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);
1

I 2 3 5 I 24,1 56 1 25 1 7 1 2%
- u B - B 01 —u B - B 02 B - B 03 — u B
(6“ +5 )u —I—(Su +6 )u —I—(lou +7 )u +(12u
1 3 1 2 7 1 9
— B B — B
+8 )u04+(14u +9 )u05
0
4 1 5 1 6 1 7 1 3
G MBI+ S uB V24 B I3+ o wB v+ B IS
1 2.3 1 2 4 1 2 5 1 2 ¢ 1 2 7
-—uBu2l——unwBu22——uBu2Z3——UwBu24d——u B u2
g W B Ul = Brul2 =0 Bruls W B uzd =g Brus
0

L (75)
> ex1l(p) ; ex1l(q) ; exl(a2)

; ex1l(b2) ; exl(lanbda) ; exl(thetalO]
); exl(thetal TW);

4
1 3 5K
[6“3 48 n]p

1 2.3 1 5
(EMB+§B)6TW (76)
;Longitudinal flapping
> expand(al);

4 2
) B6uu25 +£ u 6, . 4B°u6,, B 3 -
W28 3 Bn(-+28) - +28 B(-f+28)




5w

2 g (-)’+28)
6 Buvi3 . B'Wvi4 2B w2 L16 Bus a4

5 —u2+2b’2 —u2+2b’2 —u2+2B2 3 —u2+2B2 —LL2+ZBZ

8§ Bluuos 6 Byvis | 2B°wu05 16 Buuos 16 B puo2
3428 T 2B 2B T 2B S 2B

Bub2  2BW il L3 B vi2

+
2B 2B 2 [+

_4
3

LAB W0l 8 Bpud 8 Buu2 4 Bpus 8 Bvis
W28 T 2B S 2B 3 o +2B 9 2R
L _2Bp 8 Byl 4 B'vi2 8 Bvi3 B4
W28 S 2B 3 42 T W42 2B
32¢g

| r& (-1’ +258)
| > input = sinplify(al/(2*nm/ (B"4-1/2*nu”2*B"2))):
> ex2(u0, 5);ex2(ul, 5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);

B4u01+%Bsuoz+%Béu03+§B7u04+%Bgu05
0
1 3 2B 3 4 18 3 s 2B 1 6
B+ v+ | 2Bt 2 v2+ | = uBR+2 2 |vi3+ |~ uB
(2M SH]V (8“ 3 u]v (1‘)” 7u)v (4M
8 )
+lB—J 14+(iu37+35]v15
4y 14 9 1
1 4 2 5 1 6 2 7 1 8
B w2 —EBu22— B u23— =B u24— = Bu2
) u 5 u 3 u23 ; ul4 4 u2s

0 (78)

=> ex1l(p) ; ex1l(q) ; exl(a2) ; exl(b2) ; exl(lanbda) ; exl(theta[O]
); ex1l(theta TW);
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4
: (79)

=Lateral flapping

| > expand(bl):

> blr := sinplify(bl-4*mu/(B"4+1/2*mu”2*B"2)*a0*( 1/ 3*B*3+1/ 9*
mu”3/ Pi)) ;

blpi= - I (20160 p + 560 T B’ ul5 + 1260 T B* ¢ + 630 T BS u14 (80)

630 g1 (2125)
+630 T B v25 + 1260 T B v21 + 180 T’ B  ul5 + 840 T B v23 + 720 T w B v24
—840T B a2 + 1008 T B ull +420 T\ B ull + 840 T BOul2 + 315 T\ B ul2
+720 0B ul3 +252 T W B ul3 +210 T B uld + 1008 T wB° v22)

_>-b1bis .= 4*nu/ (B4+1/ 2* nu~2*B"2) *albi s*( 1/ 3*B"3+1/ 9*mu"3/ Pi ) +
bir;

3
NN
4ua0bzs(3B +9 n]

(20160 p +560 T B’ uls (81)

blbis = 1 ! I

B4—|-5B2},L2 630 BZF<M2+232)
+1260 T B* g + 630 T BYuld + 630 T wBv25 + 1260 T wB*v21 +180 T\ B uls
+840 T B v23 +720 T B v24 — 840 T WB a2 + 1008 T BS ull +420 T\’ B ull
+840 T B ul2 + 315 T W B ul2 + 720 T B ul3 +252 T W BS ul3 +210 T B ul4
| +1008TpB v22)

;> i nput := sinplify(blbis/(4*mu/(B"4+1/2*mu"2*B"2))):

> ex2(u0,5);ex2(ul,5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);

0
5 6 7
AE L plur+ |- Lyt uns -2 E L um s+
50 12 6 u 16 70 20
8 9
1 B 6 1 B | 7
2 B ug+ | -~ 2 — B | uls
8 1 24“) +[9u 8t )“
0
0
g L Lpoas  Lptiny  Lpsios (82)
4 5 6 7 8

=> ex1l(p) ; exl(qg) ; ex1l(alObis) ; ex1l(a2) ; ex1l(b2) ; exl(lanbda) ;
ex1l(theta[0]); exl(theta[ TW);




Vo
W [ =
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N
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(83)
[ Second order flapping coefficient solution

| > sol ve({eq4, eq5}, {a2, b2})

| > assign(9 ;

Longitudinal flapping Taylor series

| > a2dev := series(az2, nu=0):

Constant term (u2, v2)

> a20 := sinplify(convert(series(a2, mu=0, 1), polynom);

420 = — ! (T B (420 BT v22 +3360 B* u25 4504 B* T v21 +3780 B u24  (84)

1260 g812 | 144
+4320 B2 u23 + 5040 B u22 + 6048 u2l + 315 B’ T v24 + 360 B T'v23 + 280 BT v25)

)

=mu factor (ul, v1)
> a2l := nu*sinplify(subs(l anmbda=0, t het a[ 0] =0, t het a[ TW =0, coef f
(a2dev, m)));

all = - ! !
3780 g (BT +144)

+483840 ¢ — 2016 T BOv12 + 1260 B T" ¢ + 180 B " ui3 — 1512 T B’ vi1

+126 BT  ull +180 B> T7 uld +25200 T B* p — 2100 T B vi5 — 2160 T B vi4))

[ mun2 factor (lambda, theta[0], theta[TW], u0)

> a22 := mu"2*sinplify(subs(ull=0, ul2=0, ul3=0, ul4=0, ul5=0, v11=0,
v12=0, v13=0, v14=0, v15=0, u21=0, u22=0, u23=0, u24=0, u25=0, v21=0, v22=
0, v23=0, v24=0, v25=0, coef f (a2dev, nu"2)));

22 = 1 ! (1 BT (1088640 B 01 + 5880 B°I" A +3528 80, (86)

90720 p8 17 4 144

+ 1391040 B 6, + 1088640 B>, + 4410 B* T 6 + 648000 B> u04 + 2205 B" I” u04

(u(-2160 T B vi3 +175 B T ul5 + 168 B T" ul2 (85)

+1960 T u05 B +2520 B2 T° u03 +2940 B T” u02 + 3528 BT u01

+ 570240 B® 105 + 1451520 A + 749952 B* 103 + 889056 B uoz) )

> a2:= sinplify(a20+a21+a22):

2= —1 ! (—11612160qu+22680 ° B v24 +241920 T B'0 u25 87)

90720 g (B 17 + 144)




+25920 T” B2 123 + 272160 T B u24 + 30240 T B'' v22 +20160 T° B' 125

+ 435456 T B®u21 + 311040 T B® u23 + 36288 T B v21 + 362880 T B u22

+3528 10 B2 T w01 + 570240 1 B T w05 + 1451520 1 BT A + 749952 1 BT u03
+ 889056 1" B* Tu02 + 51840 nT B* vi4 + 5880 1° BT A+ 3528 ' B2 T 0,
+1391040 W BT 0, + 1088640 1 B* 10, +4410 &’ B' T 6, + 648000 " B T u0)4
+2205 1 B T w04 + 1960 1 B'° T w05 +2520 1 B T w03 +2940 1 B T w02
— 4320 W B T” ul4 — 604800 T B* p + 50400 uT B’ vi5 + 1088640 | B* T u01
+51840 uT B’ vi3 — 4200 W B T ul5 — 4032 wB'O T ul2 + 48384 uT B v12

—30240 pB*T" ¢ — 4320 B T ul3 + 36288 uT B’ vl 1 —3024 u B’ T ul1 )

[ a2 terms

> input = sinplify(a2/ (mu"2*Gme/ (Ganmat2*Br8+144))):

> ex2(u0,5);ex2(ul,5);ex2(vl, 5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);

(i B“I2+1233) w0l + (ﬁ B4+lB‘2r2) w02 + (ﬁ BS+%BI3I‘2) 103

180 5 216 15
0 p6 . T 2pl4 4 7, T 152
2B +-—TB — B +— BT
+(7 + 5o )u04+(7 + o )u05
1 BTuwil 2 Brui2 1 B°Twi3 1 B"Tul4 5 B”Tuls
30 o 5 21 21 108 o
2 B'vil | 8 Bvi2 4 B°vi3 4 B'vi4 | 5 B'viS

S w15 ou 7w 7w ey

24 Bu2l | 4B°u22 24 B'u23  3B°u24 8 B u2s

+ + + +
2 2 2 2 2
ST 0 [ n 3o
> TR v21 1 BOrv22 2 BYTvw23 1 B2rv24 2 B 25
5 2 T3 2 to Tty ty T (88)
i n n 0 0 n
> ex1(p) ; ex1l(q) ; exl(lanmbda) ; exl(theta[0]); exl(thetal TW);
20 Bp
3ou
128 1 B'T .
UBT 3 u
A
(163+1083 rz)x
46 o T 200
(3B+144T28 )90

(89)



T pll 3
(1803 r2+123)9TW (89)

Lateral flapping Taylor series
| > b2dev : = series(b2, nu=0):
Constant term (u2, v2)
> b20 := sinplify(convert(series(b2, mu=0, 1), pol ynon));

b20:= - — ! (TB° (504 T B*u2l +420T B> u22 +360 T B°u23 —3360 B*v25  (90)
1260 g8 17 1 144

— 6048 v21 — 5040 B v22 — 4320 B* v23 — 3780 B v24 + 280 T B*u25 +315T B u24))

=mu factor (ul, v1)
> b21 := mu*sinplify(subs(l anbda=0, t heta[ 0] =0, t het a[ TW =0, coef f
(b2dev, m)));

1 1
b21 = -
3780 p (BT +144)

+2160 T B ul3 +2160 T B uld +2100 T B’ ul5 + 126 T B vil + 1260 T B p

— 25200 B g + 1512 T B ull +2016 T B°ui2 + 180 - B'>vi4 + 180 " B v13))

[ mun2 factor (lambda, theta[0], theta[TW], u0)

> b22 := mu”2*sinplify(subs(ull=0, ul2=0, ul3=0, ul4=0, ul5=0, v11=0,
v12=0, v13=0, v14=0, v15=0, u21=0, u22=0, u23=0, u24=0, u25=0, v21=0, v22=
0, v23=0, v24=0, v25=0, coef f (b2dev, nu"2)));

b22 = - — ! ( B (2000 B°u05 +3234 B u02 +2688 B u03 + 5250 B, (92)
7560 B8 4 144 0

+ 4200 A + 4032 B> u0I + 4032 B 0,,, + 2295 B u04) )

(w (1757 B vi5 + 168 T° B vi2 + 483840 p (91)

(> b2 = sinplify(b20+b21+b22):

Sy ! (967680 p u +2295 T B w04 + 4320 uT B ul3 93)

7560 B (BT 4 144)
+4320 uT BYuld + 4200 uT B ul5 +252 uT° B2 vil +2520 u T B®p

— 50400 uT B q +3024 uT B> ull + 4032 uT B ul2 +360 uT° B> vi4

+360 uT” B vi3 +2000 1 T° B2 u05 +3234 1 T° B2 u02 + 2688 1 T B'° w03
+5250 1’ T B0, +4200 1 T B* A+ 4032 1° T BY w01 + 4032’ T° B0,
+350 0T B vI5 +336 uT° B' vi2 — 25920 BT v23 — 36288 BT v21

— 30240 B’ T'v22 — 20160 B'° T v25 — 22680 B’ T v24 + 2520 B u22 T

+3024 B 121 T +2160 B2 u23 T + 1890 B> 124 T° + 1680 B 125 rl)

=b2terms
[ > input = sinmplify(b2/(-nm"2*Gmat2/ (Ganmmat2*Br8+144))):




> ex2(u0,5);ex2(ul,5);ex2(vl,5);ex2(u2,5);ex2(v2,5);

8 g T s 16,9 0 1T 0 50
15B u0]+180B u02+453u03+56B u04+1893 u05

4 5 6 7 8
2 B'ull 8 Bul2 4 B'ul3 4 B'ul4 5 B'uls
5 ur 15 ur 7 wr 7 ur 9 wr
1 Bl L2 Bvi2 | 1 B10v13+L B'vi¢ 5 B“vis

30 o 45y 21 21 108
2 Bu2l [ 1 B%u22 2 B"u23 1 B%u2¢4 [ 2 B®u2s
5 2 +3 2 +7 2 4 2 9 2
W W W W W
24 Bv2l  4B°v22 24 B'v23 3B%v24 8 Bv25 04)
5 FJ FJ 7 FJ FJ 3 Ff
> ex1l(p) ; ex1(q) ; exl(lanbda) ; exl(theta[0]); exl(theta[ TW);
128 18
uBl’2 u
20 Bg
3 FM
5 5
=B A
9
25 6
3 58
8 5o (95)
15 ™

730degenemmon a2, b2
> Java([ga2=subs(theta[ 0] =t het a0, t het a[ TW =t het aTW a2), gb2=subs
(theta[ O] =t het a0, t het a| TW =t het aTW b2) ], coer cet ypes=f al se,
| optimze=true, out put ="GyroRot orFi | es/ a2b2.java");
;Compute torsional deformation coefficient
Define procedure to compute matrix coefficients
> conputeMatrix : = proc(input, order)
| ocal j,I,coef;
gl obal k, mn;
for | from1l to order do;
coef := coeff(input,x?j);
n{ k, 1] : =coef f (coef, u0l): nf k, 2] : =coef f (coef, u02): nf k, 3] : =coef f
(coef, u03): nk, 4] : =coef f (coef, u04): n k, 5] : =coef f (coef, ud5):
n{ k, 6] : =coeff (coef,ull): nfk, 7] : =coeff (coef, ul2):nfk, 8]:=coeff
(coef,ull):nik, 9]:=coeff(coef,uld):nfk, 10]: =coeff (coef, ulb):
n{ k, 11] : =coef f (coef, v11l): n k, 12]: =coef f (coef,v12):n k, 13]: =
coeff (coef, v13): nk, 14] : =coef f (coef,v1l4):nfk, 15]: =coef f (coef,
v15):




n{ k, 16] : =coef f (coef, u21): nfk, 17]: =coef f (coef, u22): nf k, 18] : =
coeff (coef, u23): nk, 19]: =coeff(coef,u24):nk, 20]: =coef f (coef,
u25s):

m k, 21] : =coef f (coef, v21): nik, 22] : =coef f (coef,v22):nfk, 23] : =
coef f (coef,v23):nik, 24]: =coef f (coef, v24):nik, 25]: =coef f (coef,
v25):

n[ k] := n{k, 1] *u0l+nf k, 2] *u02+n{ k, 3] *u03+ni k, 4] *u04+n{ k, 5] *
u05+ni k, 6] *ull+nf k, 7] *ul2+nf k, 8] *ul3+nf k, 9] *ul4d+ni k, 10] *ul5+ni k,
11] *v11+nf k, 12] *v12+n{ k, 13] *v13+n{ k, 14] *v14+ni k, 15] *v15:

n[ k] := n[k]+n{k, 16] *u21l+ni k, 17] *u22+nf k, 18] *u23+ni k, 19] *u24+m
[ k, 20] *u25+ni k, 21] *v21+n{ k, 22] *v22+ni k, 23] *v23+n{ k, 24] *v24+n{ k,
25] *v25:

n[k] := sinplify(n[k]-coef):

k: =k+1;

od;
end proc;

computeMatrix := proc(input, order) (96)

local j, [, coef;
global &, m, n;
for j to order do
coef = coeff (input, x"\j);
mlk, 1] := coeff (coef, u0l);
mlk, 2] = coeff (coef, u02);

)

)
m| k, 3] = coeff (coef, u03);
mlk, 4] = coeff (coef, u04);
mlk, 51 := coeff (coef, u05);
mlk, 6] := coeff (coef, ull);
mlk, 7] := coeff (coef, ul2);
m k,8] = coeff (coef, ul3);
mlk, 9] := coeff (coef, ul4);
mk, 10] := coeff (coef, ul5);
mlk, 11]:= coeff (coef, vil);
m
mlk, 13 := coeff (coef, vi3);

3

);
( );
( )
( );
k, 14] := coeff (coef, vi4);
k, 15] := coeff (coef, vi5);
k, 16] := coeff (coef, u2l);
( );
( );
( );
( );
( );

3

3 3

k, 17] := coeff (coef, u22);
k, 18] := coeff (coef, u23);
mlk, 19] := coeff (coef, u24);
mlk, 20] := coeff (coef, u25);
mlk, 21] := coeff (coef, v21);

m

[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[k, 12] := coeff (coef, vI2);
[
[
[
[
[
[
[
[
[



mlk, 22 := coeff (coef, v22);

mlk, 23] := coeff (coef, v23);

mlk, 241 := coeff (coef, v24),

mlk, 25] := coeff (coef, v25);
nlkl=mlk 1]1*u0l +m[k, 21*u02 +mlk,31*u03 +m[k, 41*u04 +mlk, 5]1* u05
+mlk, 61*ull +mlk, 71*ul2 +mlk, 81*ul3 +ml[k, 91 *ul4 +m[k, 10]*ul5 +m
[k, 111*vI] +m[k, 12]*vI2 +m[k, 131*vI3 +m[k, 14]1*vi4 +m[k 15]*vi5;
nlkl =nlk]l +mlk, 161*u2l +m[k, 17]1*u22 +m[k, 18]*u23 +m[k, 19]*u24 +m
[k, 201*%u25 +mlk, 211*v21 +m[k,22]1*v22 +m[k, 231*v23 +m[k, 241*v24 +m
[k, 25]1*v25;
nlk]:=simplify(n[k] — coef);
k=k+1

end do

| end proc

_Compute matrix mand n

> k:=1; K1 := coeff(DP,cpsi): K2 := coeff(DP,spsi): K3 := coeff
(DP,c2psi): K4 := coeff(DP, s2psi):

k=1

> conputeMatri x(K1,5):

> conputeMatri x(K2,5):

> conputeMatri x(K3,5):

> conputeMatri x(K4,5):

> K5 = sinplify(DP-KLl*cpsi-K2*spsi - K3*c2psi - K4*s2psi ) :

> conput eMat ri x(K5, 5):

[ > m= map(sinplify, m:

[ Code génération : m

> Java(subs(thetal 0] =t hetaO,theta] TW=thetaTWm, coercetypes=

| false,optimze=true, output="GyroRotorFiles/Dmjava");

Code génération : n

> Java(subs(theta[ 0] =t hetaO,theta] TW=thetaTW n), coercetypes=

| false,optimze=true, out put="GyroRotorFiles/Dn.java");

;Extract sine and cosine components of total torsionnal moment for plotting

> NP : = subs(cos(psi)=cpsi,sin(psi)=spsi,cos(2*psi)=c2psi, sin(2*

psi ) =s2psi, sin(3*psi) =0, cos(3*psi) =0, sin(4*psi) =0, cos(4*psi) =0,

NP) :
> Mul : = coeff (NP, cpsi):
> M1 := coeff (NP, spsi):
> Mu2 : = coeff (NP, c2psi):
> W2 = coeff (NP, s2psi):
| > MU0 : = sinplify(NP-Mil*cpsi-M1*spsi-Mi2*c2psi - M2*s2psi):
Numerlcal application : validation test

97)



> nmu = 0.1678124092350715 ; | anbda := 0.013486848994919694 ;
Orega : = 36.96635711289101;
i:=0.1678124092350715

A :=0.013486848994919694
€ :=36.96635711289101 (98)

> a :=57; delta :=0.011; Cn:=0.005 ; xac :=0.278 ; rho :=
1.225; b :=2 ; R:=4; ¢ :=0.2; xcg :=0.3; theta[TW :=
eval f[15](2*Pi/180) ; Gl :=6350 ; B:=0.97 ; Ib :=64.0; |
:=64.04 ; Gamma := rho*a*c*R*4/1b ; |:= (xcg-xac)*c ; lcb :
lc - Ib; K:==evalf(&/R) ; theta[0] := eval f[15](2*Pi/180) ;
g: =eval f[ 15] (2/ Orega*Pi / 180) ; p:=eval f[15](-3/ Omrega*Pi/180) ;
a:=>5"7
6:=0.011
Cm =0.005
xac:=0.278
p:=1.225
b:=2
R:=4
c:=02
xcg: =03
6., :=0.0349065850398865

GJ:= 6350
B:=0.97
1b:=64.0
Ic:=64.04
I' :=5.586000000
[:=0.0044
Ich :=0.04
K :=1587.500000
6, := 0.0349065850398865
q :=0.000944279819980256
i p:=-0.00141641972997038 99)
| > nil: =map(eval f, m:nl: =map(eval f,n):
[ Pitch deformation coefficient
> d := eval n(inverse(nl)&*nl);
d :=[0.004730699538, 0.0005118462123, -0.0001653425540, -0.001056776727, (100)
-0.0003354164919, 0.0001592359784, -0.000009297477472, 0.0002541576294,
-0.0002334027587, -0.000001014780838, 0.001445748076, -0.0002098720893,

-0.0007005720482, 0.0002663746634, -0.00001464318928, 0.0001979039775,

O




0.00008910681858, -0.0001322480765, 0.000003997170590, -0.000002204490653,
-0.00001884406612, 0.00006310115512, -0.00007620769151, 0.00003070869921,
5.055971087 10™]

> u01: =d[ 1] : u02: =d[ 2] : u03: =d[ 3] : u04: =d[ 4] : u05: =d[ 5] : ull: =d[ 6]
cul2:=d[7]:ul3:=d[8]:uld:=d[9]:ul5:=d[10]:v1l:=d[11]:v12:=d[12]
:v13:=d[ 13]:v14: =d[ 14] : v15: =d[ 15] : u21: =d[ 16] : u22: =d[ 17] : u23: =d
[18]:u24: =d[ 19] : u25: =d[ 20] : v21: =d[ 21] : v22: =d[ 22] : v23: =d[ 23]

[ 1v24:=d[24] :v25: =d[ 25] :

Pitch deformation at tip

> eval f[15] ((u01+u02+u03+u04+u05) *180/ Pi ) ;

i 0.211135519168619 (101)
> eval f[15] ((ull+ul2+ul3+uld4+ulb)*180/Pi) ;
i 0.00972186712599437 (102)
> eval f[15] ((v11+v12+v13+v14+v15)*180/Pi) ;
i 0.0450938074704633 (103)
> eval f[ 15] ((u21+u22+u23+u24+u25)*180/ Pi ) ;
i 0.00896996365230856 (104)
> eval f[15] ((v21+v22+v23+v24+v25)*180/ Pi) ;
-0.0000682589596071167 (105)

=Flapping coefficient
> eval f[15] (a0*180/ Pi); eval f[ 15](al*180/Pi); eval f[15](b1*180/Pi);

eval f[ 15] (a2*180/ Pi ); eval f[ 15] (b2* 180/ Pi ) :
3.03409110926474

1.76342065635421

0.894100707588128

0.0627955850279689
i -0.000478424378879890 (106)
[ Normalization coefficient for one blade
> Kf1l := eval f[15] (Kf/b) ; Kql := eval f[15](Kqg/2) ;

Kf1:=21426.9012325414

i Kql :=85707.6049301655 (107)
[ Thrust
> eval f[15] (T);eval f[ 15] (Kf 1*TP1S); eval f[ 15] (Kf 1*TP1C); eval f[ 15]

(Kf 1* TP2S) ; eval f [ 15] ( Kf 1* TP2C) ;
3232.77629417085

143.732273638253

58.609531427432

-6.8148797431993

i 105.851485983171 (108)
[ Rear force

> eval f[15] (Hp) ; eval f[15](H ) ;
19.7763495505108




105.385938824211 (109)

_> eval f[ 15] (Kf 1* HpP1S) ; eval f [ 15] ( Kf 1* HoP2C) ;
41.7716899076188
-9.88817477525544 (110)

> eval f[ 15] (Kf 1*Hi P1S); eval f[ 15] (Kf 1*Hi P1C) ; eval f [ 15] (Kf 1* Hi P2S) ;
eval f[ 15] (Kf 1*H P2C) ;

-44.5459585323269
-84.4368573641120
6.92035704001788
i -2.86034930030347 (111)
[ Lateral force
> eval f[15](Yi) ;
19.3624497239309 (112)

[ > eval f[ 15] (Kf 1*YpPLO) ; eval f [ 15] (Kf 1* YpP2S) ;
-40.1123314756457
-9.88817477525544 (113)

> eval f[ 15] (Kf 1*Yi P1S) ; eval f[ 15] (Kf 1*Yi P1C) ; eval f [ 15] ( Kf 1*Yi P2S);
eval f[ 15] (Kf 1*Yi P2C) ;
-82.0144521289266
53.0443573303871
-6.35851561263167
i -6.71151830072516 (114)
_Torque
> eval f[15](Qp) ; evalf[15](Q) ;
-242.309982685552
i 242.309982671682 (115)
> eval f[ 15] (Kgl* QP1S); eval f[ 15] (Kql* QP2C);
-52.7369321346955
3.31871686394616 (116)

> eval f[ 15] (Kgl*Q P1S); eval f[ 15] (Kql*Q P1C); eval f[ 15] (Kgql*Q P2S);
eval f[ 15] (Kgl1*Q P20);
-166.773362278540
25.3555997328135
-8.14605300875965
i 8.09729727480028 (117)
[ Plot aerodynamic torsional moment, propeller moment and 10 time inertial forces at given azimuth
> plot ({subs(psi=0,dN), subs(psi=0,dP), 10*subs(psi=0,S)},x =0 ..
B) ;
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=PIot pitch deformation at given azimuth and compare with valur computed with total torsional moment
> pl ot ({subs(psi =0, nu)*180/ Pi , i nt (subs(psi =0, d\*+dP), x=0..x) *
180/ Pi / K}, x=0. . B) ;




=Checkul
> plot ({(ull*x+ul2*x"2+ul3*x"3+uld*x"4+ul5*x"5)*180/ Pi , eval f (Mul*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




0.009

0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

=Checkvl
> plot ({(v11l*x+v12*x"2+v13*x"3+v14*x"4+v15*x"5)*180/ Pi , eval f (M/1*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




0.04

0.03

0.02

0.01 4

=Checku2
> plot ({(u21*x+u22*x"2+u23* x"3+u24* x"4+u25*x"5) *180/ Pi , eval f ( Mu2*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




0.008

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

=Checkv2
> plot ({(v21*x+v22*x"2+v23*x"3+v24* x"4+v25*x"5) *180/ Pi , eval f ( M/2*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




01—

— T T T T T
6 07 08 09

— T T T T T T T '
01 02 03 04 05 O
X

-0.00002

-0.00004

-0.00006 -

-0.00008 -

-0.00010 -

=Check mean term
> plot ({(u0l*x+u02*x"2+u03* x"3+u04* x"4+u05*x"5) *180/ Pi , eval f ( MuO*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




[ Harmonic torque
> QP2 :=eval f(Q/Kg+Q P1S*si n(psi)+Q P1C*cos(psi)+Q P2S*si n( 2*
psi ) +Q P2C*cos(2*psi));
QiP2 :=0.001413585078 — 0.001945840893 sin(y) + 0.0002958383882 cos( ) (118)
— 0.0000950446929 sin (2. y) + 0.00009447583197 cos(2. )

"> plot ({GP,GP2},psi =0 .. 2*Pi):




0.003

0.002

0.001 +

[ Harmonic thrust

> TP2 : = eval f (T/Kf+TP1S*si n(psi ) +TP1C*cos(psi ) +TP2S*si n(2*psi ) +
TP2C*cos(2*psi));

TP2 :=0.07543732663 + 0.00670802892 sin () + 0.00273532466 cos(y) (119)
—0.000318052509 sin(2. y) 4 0.004940121061 cos(2. y)

> plot ({TP,TP2},psi = 0 .. 2*Pi):




;Numerical application : KD1 Gyro
> mu = 0.31388398812868695 ; |anbda := 0.013511805577481526 ;
Orega : = 22.412411639740625;
L :=0.31388398812868695

A:=0.013511805577481526

Q:=22.412411639740625 (120)
> a:=5.862 ; delta := 0.013101 ; Cn:= -0.056 ; xac := 0.242 ; rho

:=1.191; b:=3 ; R:=6.096; c¢c := 0.3048 ; xcg := 0.28 ;
theta[0] := 0.096; theta[TW := 0 ; & := 11021.26 ; B := 0.97 ;
Ib := 237.268 ; lc := 237.268 ; Gamm := rho*a*c*RM4/Ib ; |:=
(xcg-xac)*c ; lcb :=1c - Ib; K:==evalf(&/R ; q:=0; p:=0 ;

a:=5.862

0:=0.013101

Cm:= -0.056

xac :=0.242

p:=1.191




b:=3
R :=6.096
¢:=0.3048
xcg =0.28
6, :=0.096
0,
GJ:=11021.26
B:=0.97
Ib:=237.268
Ic:=237.268
I':=12.38549026
[:=0.0115824
Ich = 0.
K :=1807.949475
qg=0
i p=0
| > nil: =map(eval f, m: nl: =map(eval f,n):
[ Pitch deformation coefficient
> d := eval n(inverse(nl)&**nl);

W:=0

[ 1v24:=d[24] :v25: =d[ 25] :
Check ul

180/ Pi / K) }, x=0. . B);

d = [-0.04877342542, 0.003010265088, -0.001395648429, 0.01112287276, 0.001916015693,
-0.001080017230, -0.0004350078620, 0.004426090676, -0.002879078022,
0.00001331073417, -0.05385953252, -0.001908580244, 0.01303764713,
0.004030946303, 0.001942020382, 0.01271623237, -0.002968830791,

-0.001511983180, -0.0005129644383, -0.0005161798390, -0.003142287991,
0.002000054274, -0.001827838805, 0.001128582559, 0.0001306536092 ]

> u01: =d[ 1] : u02: =d[ 2] : u03: =d[ 3] : u04: =d[ 4] : u05: =d[ 5] : ull: =d[ 6]
cul2:=d[ 7] :ul3:=d[8]:uld:=d[9]:ul5:=d[10]:v1l:=d[11]:v12:=d[12]
:v13: =d[ 13] : v14: =d[ 14] : v15: =d[ 15] : u21: =d[ 16] : u22: =d[ 17] : u23: =d
[ 18] :u24: =d[ 19] : u25: =d[ 20] : v21: =d[ 21] : v22: =d[ 22] : v23: =d[ 23]

> plot ({(ull*x+ul2*x"2+ul3*x"3+uld*x"4+uls5*x"5)*180/ Pi , eval f (Mul*

(121)

(122)



0.002

-0.002 A

-0.004

-0.006

-0.008

-0.010

-0.012

-0.014

-0.016

=Checkvl
> plot ({(v11l*x+v12*x"2+v13*x"3+v14*x"4+v15*x"5)*180/ Pi , eval f (M/1*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




0 T | | | | ——— T T T
] 01 02 03 04 05 06 07 08 09
i X
-0.5
-1-4
-1.51
-9 -

=Checku2
> plot ({(u21*x+u22*x"2+u23* x"3+u24* x"4+u25*x"5) *180/ Pi , eval f ( Mu2*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




0.4

0.3

0.2

0.1

=Checkv2
> plot ({(v21*x+v22*x"2+v23*x"3+v24* x"4+v25*x"5) *180/ Pi , eval f ( M/2*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




-0.02

-0.04

-0.06

-0.08 1

-0.10

=Check mean term
> plot ({(u0l*x+u02*x"2+u03* x"3+u04* x"4+u05*x"5) *180/ Pi , eval f ( MuO*
180/ Pi / K)}, x=0. . B);




-0.2

~0.4 -

-0.6

-0.8

-1.2

-1.4

-1.6

-1.8
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